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是 一 


由 局 


在 现代 科学 和 工程 技术 中 ， 经 常会 遇 到 大 量 复杂 的 数学 计算 问题 ， 这 些 问题 的 求解 涉及 
庞大 的 计算 量 ， 简 单 的 计算 工具 难以 胜任 。 随 着 计算 机 的 出 现 和 迅速 发 展 ， 使 越 来 越 多 的 复 
杂 计 算 成 为 可 能 。 利 用 计算 机 进行 科学 计算 带 来 了 巨大 的 经 济 效益 ， 同 时 也 使 科学 技术 本 身 
发 生 了 根本 变化 。 科 学 计算 作为 当今 科学 研究 的 三 种 基本 手段 之 一 ， 是 数学 将 触角 伸 向 其 他 
学 科 的 桥梁 ， 目 前 科学 计算 已 经 广泛 应 用 在 物理 、 化 学 、 生 命 科学 、 医 学 、 航 空 航 天 、 机 械 
制造 等 重要 领域 之 中 。 

数值 计算 方法 ,简称 为 计算 方法 ， 是 学 习 和 了 解 科学 计算 的 桥梁 ,是 一 门 实用 性 很 强 、 
应 用 广泛 的 数学 基础 课 。 它 主要 研究 适合 于 计算 机 使 用 的 求解 各 种 数学 问题 的 数值 计算 方法 ， 
分 析 各 种 算法 中 的 数学 机 理 , 设计 和 进行 数值 实验 ,分 析 数 值 实验 中 产生 的 误差 .是 一 门 内 
容 丰 富 、 研 究 方法 深刻 、 有 自身 理论 体系 的 数学 课程 。 

本 书 主要 内 容 包 括 函 数 的 插值 和 拟 合 、 数 值 积分 和 数值 微分 、 非 线性 方程 的 数值 解法 、 
解 线性 方程 组 的 直接 法 和 和 迭代 法 、 常 微分 方程 的 数值 解法 、 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 。 
其 案例 丰富 ， 且 每 章 后 面 都 配备 了 上 机 实验 ,实验 内 容 与 该 章 内 容 密切 结合 ， 有 助 于 学 生理 
解 和 运用 所 学 的 各 种 算法 ， 提 高 了 学 生 学 习 兴 趣 和 应 用 计算 机 解决 实际 问题 的 能 力 。 

本 书 共 8 章 , 编写 分 工 如 下 : 第 1 一 6 章 由 王 洋 编写 ,第 7 章 由 程 晓 亮 编写 ,第 8 章 由 腾 
飞 编写 。 本 书 在 编写 过 程 中 广泛 参阅 了 国内 外 相关 教材 和 资料 ， 在 此 谨 向 这 些 资料 的 作者 表 
示 诚 挚 的 感谢 。 

限于 编者 的 学 识 水 平 ， 书 中 不 足 之 处 在 所 难免 ， 县 请 读者 、 同 行 和 专家 批评 指正 。 我 们 
期 待 本 书 能 够 不 断 完善 ， 也 期 待 有 更 优秀 的 教材 面试 。 

本 书 提供 配套 课件 和 习题 参考 答案 ， 下 载 地 址 如 下 
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第 1 章 绪论 


$1.1 计算 方法 的 对 象 、 作 用 与 特点 


计算 方法 是 研究 用 计算 机 求解 各 种 数学 问题 的 数值 解法 及 其 理论 的 一 门 学 科 . 
在 科学 计算 的 很 多 问题 中 都 会 遇 到 这 样 的 数学 问题 , 在 理论 上 该 问题 有 解 , 但 是 又 无 法 用 
手工 计算 , 还 有 一 些 问题 根本 没有 解析 解 , 而 只 能 求 近 似 解 . 例如 在 实际 问题 中 , 常常 要 计算 


函数 的 积分 , 依照 人 们 所 熟悉 的 微 积分 基本 定理 ， 对 于 积分 1=| f(x)dz， 只 要 找到 被 积 函 数 
f(x) 的 原 函 数 FCz), 便 能 按照 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 算出 积分 的 值 , 但 是 实际 使 用 这 种 求 积分 
的 方法 往往 有 困难 ,因为 有 大 量 的 被 积 函数 , 如 sm 工 (xz 天 0), e* 等 ， 其 原 函 数 不 能 用 初等 


TT 


函数 表达 , 故 不 能 用 上 述 公式 计算 . 还 有 的 时 候 , 当 f(x) 是 由 测量 或 数值 计算 给 出 的 一 张 数 
据 表 时 , 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 也 不 能 直接 运用 . 再 比如 , 在 线性 代数 中 , 克 莱 姆 法 则 原则 上 可 以 
用 来 解 线性 方程 组 . 用 这 种 方法 求解 一 个 n 阶 方程 组 , 要 计算 十 1 个 nn 阶 行列 式 的 值 , 这 意味 
着 要 做 2! (n 一 1)(n 十 1) 次 乘法 . 当 充分 大 时 , 这 个 计算 量 是 相当 惊人 的 . 例如 , 对 于 一 个 
20 阶 的 方程 组 , 大 约 需 要 做 Ax 102 次 乘法 , 现在 计算 机 的 运算 速度 是 每 秒 10 亿 次 (10? ) ， 
每 年 大 约 只 能 完成 3.15 X10 (365X24X3600X10), 故 所 需 时 间 约 为 102 二 (3.15 X 108) 
3.2 X 10!( 年 )， 即 大 约 需 要 32 000 年 才能 完成 . 由 此 可 见 , 我 们 有 必要 利用 计算 机 对 这 些 问 题 
设计 出 行 之 有 效 的 数值 解法 . 
一 般 来 说 , 利用 计算 机 求解 科学 技术 问题 通常 经 历 以 下 步骤 : 


实际 问题 数学 模型 数值 计算 方法 


数值 结果 上 机 计算 程序 设计 


计算 数学 的 任务 是 根据 已 经 建立 的 数学 模型 , 设计 出 求解 模型 的 数值 计算 方法 , 然后 进行 


"a 


程序 设计 ,， 上 机 运行 出 数值 结果 . 计算 方法 课程 不 是 各 种 数值 算法 的 简单 罗列 和 堆积 , 同 高 等 
代数 、 数 学 分 析 课 程 一 样 , 计算 方法 课程 也 是 一 门 内 容 丰富 、 研 究 方法 深刻 、 有 自身 理论 体系 
的 课程 . 当然 , 计算 方法 课程 有 它 的 独特 之 处 , 那 就 是 该 课程 与 计算 机 使 用 密切 结合 , 根据 计 
算 机 的 特点 提供 可 行 的 有 效 算法 , 它 的 算法 只 能 包括 加 、 减 、 乘 、 除 运算 和 人 逻辑 运算 , 是 计算 
机 能 直接 处 理 的 . 除 此 之 外 , 本 课程 对 每 种 算法 都 有 可 靠 的 理论 分 析 , 能 任意 逼近 并 达到 精度 
要 求 , 对 近似 算法 要 保证 收敛 性 和 稳定 性 , 还 要 对 误差 进行 分 析 , 这 些 都 建立 在 相应 的 数学 理 
论 的 基础 之 上 . 最 后 , 我 们 需要 强调 的 是 , 在 该 课程 的 学 习 中 , 上 机 计算 是 必需 的 . 任何 一 个 算 
法 除了 在 理论 上 可 行 , 还 要 通过 上 机 实验 证 明 该 算法 确实 是 行 之 有 效 的 . 


$1.2 ”数值 计算 的 误差 


1.2.1 误差 的 来 源 


近似 计算 必然 产生 误差 . 早 在 中 学 我 们 就 接触 过 误差 的 概念 , 如 在 做 热力 学 实验 中 , 从 温 
度 计 上 读 出 的 温度 是 23.4 度 , 这 不 是 一 个 精确 的 值 , 而 是 含有 误差 的 近似 值 . 事实 上 , 误差 在 
我 们 的 日 常生 活 中 无 处 不 在 , 无 处 不 有 . 如 量体裁衣 , 量 与 裁 的 结果 都 不 是 精确 无 误 的 , 都 含 
有 误差 . 在 用 数值 方法 解 题 过 程 中 可 能 产生 的 误差 归纳 起 来 有 如 下 几 类 . 

1. 模型 误差 

用 数学 模型 来 描述 具体 的 物理 现象 时 , 往往 要 忽略 许多 次 要 因素 ,把 模型 “简单 化 “理想 
化 ”, 因此 模型 本 身 就 包含 有 误差 , 这 种 误差 称 为 模型 误差 . 

2. 观测 误差 

在 数学 模型 和 具体 运算 过 程 中 所 用 的 一 些 初始 数据 往往 都 是 经 过 人 为 测量 得 到 的 , 由 于 
受到 观测 仪器 和 设备 精度 的 限制 , 这 些 数据 只 能 是 近似 的 , 即 存在 着 误差 这 种 误差 称 为 观测 
误差 . 

3. 截断 误差 

在 解决 实际 问题 时 , 有 很 多 情况 要 得 到 准确 解 是 很 困难 的 . 往往 要 用 数值 方法 求 其 近似 
解 , 其 近似 解 与 精确 解 之 间 的 误差 称 为 截断 误差 , 也 称 为 方法 误差 . 

例如 , 要 计算 e?? 函数 值 , 由 于 er 的 泰勒 展开 式 


2 有 
二 1 十 I 十 半 - 十 … 十 二 -十 … 
21! nl 
用 近似 公式 
到 


2 
.ag a 
2 本 二 


上 
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去 计算 e”, 这 样 产 生 的 误差 就 是 截断 误差 . 

4. 舍 入 误差 

在 计算 时 可 能 会 用 到 一 些 无 穷 小 数 , 例如 ,无 理 数 和 有 理 数 中 某 些 分 数 画 出 的 无 限 循环 小 
数 , 而 计算 机 总 是 受到 有 限 字 长 的 限制 , 只 能 取 有 限 位 有 效 数 字 进 行 计 算 , 初始 参数 与 中 间 结 
果 都 必须 进行 四 舍 五 人 , 这 个 误差 称 为 伟人 误差 . 

例如 , 用 3.141 59 近似 代替 x, 产生 的 误差 

R=x— 3.141 59 一 0.000 002 6… 

就 是 舍 人 误差 . 

上 述 种 种 误差 都 会 影响 计算 结果 的 准确 性 , 因此 需要 了 解 与 研究 误差 . 在 数值 计算 中 将 着 
重 研究 截断 误差 和 舍 入 误差 , 并 对 它们 的 传播 与 积累 作出 分 析 . 


1.2.2 误差 的 基本 概念 


定义 1.1 设 + 是 准确 值 , z" 是 zx 的 一 个 近似 值 , 称 差 z* 一 xz 为 近似 值 z” 的 绝对 误差 ， 
简称 误差 , 记 为 e* 或 e(x*), 即 
e"=Xx"—zx 
误差 可 正 可 负 , 由 误差 定义 可 知 , 因为 我 们 不 知道 准确 值 x, 通常 算 不 出 误差 。” 的 准确 
值 , 我 们 可 以 根据 测量 工具 和 计算 情况 估计 出 误差 的 范围 , 叫 作 绝对 误差 限 . 
定义 1.2” 称 满足 
le*|=|z*—z|<e* 
的 正 数 s" 为 近似 值 +” 的 误差 限 . 
知道 了 误差 限 , 就 可 以 估计 出 准确 值 x 的 范围 z* 一 e* 过 x 过 z* ++e*. 
例如 , 我 们 用 一 把 毫米 刻度 的 米 尺 来 测量 桌子 的 长 度 , 读 出 长 度 为 x" =1 235mm. 
zx" 为 z+ 的 近似 值 , 由 米 尺 的 精度 知道 , 它 的 误差 限 为 0.5mm, 则 有 
|z "一 z|=|1235 一 z| 委 0.5 mm 
即 
1 234.5 委 工 委 1235.5 
这 表明 zx 在 区 间 [1 234.5, 1 235.5] 内 . 
绝对 误差 还 不 能 说 明 数 的 近似 程度 的 好 坏 . 例如 , 甲 打字 员 每 打 100 个 字 错 1 个 , 乙 打 字 
员 每 打 1 000 个 字 错 1 个 , 他 们 的 绝对 误差 都 是 错 1 个 , 但 显然 乙 要 准确 些 , 这 就 启发 我 们 除了 
要 看 绝对 误差 外 , 还 必须 顾及 量 的 本 身 大 小 . 
定义 1.3 设 z 是 准确 值 , z” 是 z 的 一 个 近似 值 , 称 
人 
T I 


为 近似 值 z+” 的 相对 误差 , 记 为 e; 或 e,(x*"), 即 


"Xn 


在 实际 计算 中 , 由 于 真 值 zx 一 般 是 不 知道 的 , 通常 取 


冯 ”一 六 


作为 x” 的 相对 误差 . 

相对 误差 e; 的 值 也 可 正 可 负 , 与 绝对 误差 一 样 不 易 计 算 , 常用 相对 误差 限 控制 相对 误差 
的 范围 . 我 们 把 相对 误差 的 绝对 值 的 上 界 叫 作 相对 误差 限 , 记 作 e;. 

定义 1.4 ” 称 满足 


— 


并 x 
[a 


le: |= 


的 正 数 e* 为 近似 值 x” 的 相对 误差 限 . 

根据 定义 , 甲 打字 员 的 相对 误差 限 为 1%, 乙 打 字 员 的 相对 误差 限 为 1%, 可 见 乙 打字 员 
准确 度 较 高 . 

【 例 1-1】 设 z* ==5.230 是 由 精确 值 zx 经 过 四 舍 五 人 得 到 的 近似 值 , 求 z* 的 绝对 误差 限 
和 相对 误差 限 . 

解 ”由 题 设 可 知 : 5.2295 近 zx 二 5.2305, 所 以 

—0.0005 志 x 一 xz" 之 0.0005 
因此 , 绝对 误差 限 为 e” ==0.5 X 10?, 相对 误差 限 为 e* 一 se 二 5.230 ~ 0.96 X 10. 


$1.3 有 效 数 字 


科学 计算 中 常用 有 效 数字 来 估计 和 处 理 误差 , 有 效 数字 易 计算 且 与 误差 有 着 密切 关系 . 
1.3.1 有效 数字 的 定义 


定义 1.5 若 近似 数 z ”的 误差 限 是 其 某 一 位 上 数字 的 半 个 单位 , 就 说 近似 数 x "准确 到 该 
位 , 由 该 位 自 右 向 左 数 到 z ”的 第 一 个 非 零 数 字 若 有 位 , 就 称 近似 数 z+” 有 nn 位 有 效 数字 . 

例如 , 当 准确 值 x 有 多 位 时 , 常常 按 四 舍 五 人 的 原则 得 到 z 的 前 几 位 近似 值 z* ,例如 z= 
T=3.141 592 65…- 

取 3 位 zi 一 3.14, es 魏 0.002; 

取 5 位 zlg 一 3.141 6, e? 二 0.000 008. 

它们 的 误差 都 不 超过 末 位 数字 的 半 个 单位 ， 即 
1 


| x—3.14 [<ix107, | r 一 3.1416 | 二 X10 
2 2 


加 
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可 知 , 当 取 3 位 时 有 效 数字 为 3, 取 5 位 时 有 效 数 字 为 5. 

可 以 证 明 : 若 一 个 十 进 制 准确 数 z 经 过 四 使 五 人 得 到 近似 数 z*， 则 xz* 的 有 效 数字 位 为 将 
Z” 写 为 规格 化 浮 点 数 后 的 尾数 的 位 数 . 

例如 xz = 二 0.003 45, 四 舍 五 人 得 x” 二 0.003 5, 则 


1 


|z 一 z |< 0.00005= X107， 


可 知 z” 有 两 位 有 效 数字 . 

有 效 数字 与 误差 有 着 密切 的 关系 . 有 效 数字 越 多 , 绝对 误差 和 相对 误差 就 越 小 , 因此 近似 
数 就 越 准 确 ! 这 是 科学 计算 中 要 尽 可 能 多 保留 有 效 数字 的 原因 . 

我 们 也 可 以 用 数学 语言 来 描述 有 效 数字 . 

定义 1.6 记 zx"= 土 0.a1az*…ak X10",al 关 0, al € {0,1,2,…,9} ,m 为 整数 ,为 不 
小 于 正 整 数 的 整数 . 车 有 关系 式 

le*|=|zx*—z|<0.5 x 10"™ 

则 称 近 似 数 x+” 及 n 位 有 效 数字 , 此 时 zz” 有 位 有 效 数字 的 值 可 取 为 土 0.a1as*…a, X 10”. 

【 例 1-2】 求 圆周 率 x 二 3.1415926… 的 近似 值 x ==3.14 和 z* 一 3.141 的 有 效 数字 . 

解 zi 一 0.314X 10!,zs 一 0.3141 X10', m=1, 


由 | 一 zi| 王 0.0015926… 一 10-: X 0.15926… 一 0.5 X10 了 
有 mm 一 n == 一 2, 得 nn ==3, 所 以 xz! 有 3 位 有 效 数字 ; 

由 |r 一 zs| 一 0.0005926… 一 10-3 X 0.5926… 过 0.5 X107， 
有 m 一 n = 一 2, 得 n= 二 3, 所 以 x。 有 3 位 有 效 数 字 . 


1.3.2 有效 数字 与 相对 误差 的 关系 


定理 1.1 设 近似 数 z* 王 士 0.aiaz…ak X 10", ai 关 0,al E 10,1,2,…,9},m 为 整数 ， 
n 三 上 有， 则 有 : 
(1) 车 xz” 有 nn 位 有 效 数字 , 则 


|x*—z| 1 所 
| PE i es a A I—n 
las [i <x 
(2) 车 xz” 的 相对 误差 

et 

| | 


|e> | X10 


Iz] at 
则 xz” 有 nn 位 有 效 数 字 . 

证 明 (1) 因为 z” 有 7 位 有 效 数字 , 则 

| 本 一 人 | 和 EX 


= 
在 


"Xn 


je: | Iz —z| 0.5 X 10 


|z* | 0.a1a2°*var X 10” 
过 -05 x10m 一 -xlor 
0.ai 2ail 
(2) 由 
|z 一 工 | 区 
多 加 
|z ”| 2(ai 十 1) 
有 
1 Ns 0.aiaz…Qak XX 10” 加 
| . 1-。 X 10D 
E z| 委 |z lxaam i XY 2(ar +1) X 10 
Qi.azeeQ al.a2…eak <altl 1 
=— x 10m 二 X 10m 
2(ai 十 1) ~ 2 和 


定理 1.1 说 明 , 有 效 位 数 越 多 , 相对 误差 限 越 小 , 利用 定理 1.1 可 以 解决 一 些 涉及 有 效 数字 
和 误差 关系 的 问题 . 

【 例 1-3】 要 使 V20 的 近似 值 的 相对 误差 小 于 0.1%, 请 确定 x+" 至 少 要 取 几 位 有 效 数 字 ? 

解 : 先 将 V20 写成 浮 点 数 . 

因为 4 二 V20 二 5, 所 以 

V20 =4.aza3"" =0.4a2a3°" X 101 

得 到 ai 一 4. 

假设 +" 至 少 要 取 n 位 有 效 数字 才能 保证 相对 误差 小 于 0.1%， 由 定理 1.1 中 的 (1), 选择 
满足 


1 1 
5 一 X10 一 一 三 X10" <0.1» 
zr X1 pa =0.1% 


的 最 小 整数 即 可 . 由 


了 X10 <0.1% 


2x4 
得 10'" 一 8, 有 n 宇 4, 故 z 7” 至 少 要 取 4 位 有 效 数字 才能 达到 相对 误差 小 于 0.1% 的 要 求 . 此 
时 由 开 方 表 得 V20 ~ 4.472. 


$ 1.4 ”误差 定性 分 析 与 避免 误差 伤害 


对 同一 问题 选择 不 同 的 数值 计算 方法 , 可 能 得 到 不 同 的 计算 结果 . 在 计算 方法 中 , 除了 给 
出 方法 的 数值 计算 公式 , 还 要 讨论 计算 公式 的 收敛 性 、 稳 定性 和 截断 误差 的 特性 . 选择 收敛 性 
要 求 低 、 稳 定性 好 的 方法 是 控制 误差 扩张 的 最 重要 的 措施 . 


民生 


第 章 绪 论 


1.4.1 数值 稳定 算法 


定义 1.7 若 一 个 算法 进行 计算 的 初始 数据 有 误差 , 而 在 计算 过 程 中 产生 的 误差 不 增长 ， 
则 称 该 算法 为 数值 稳定 算法 ,否则 称 为 数值 不 稳定 算法 
【 例 1-4】 计算 数列 


的 值 . 
解 ”直接 推导 有 递 推 公式 


Tu 一 In 1.2 
若 计 算出 To, 代入 上 式 , 可 逐次 求 出 万, 7 , … 的 值 . 要 算出 fo, 就 要 先 计算 In 1.2 的 值 ， 
若 用 泰勒 多 项 式 展开 部 分 和 
ln(l+zx)=zx 一 + 一 Tx! 十 … 十 (一 1) 和 后 。 Ee 
取 二 4, 用 4 位 小 数 计算 得 In 1.2 一 0.182 3, 截断 误差 


Ris=|In1.2—0.1823|<lix(0.2)—6.4e—5 
9 


当初 值 取 To = 0.182 3 一 To 时 , 递 推 的 近似 计算 公式 为 


To 一 0.182 3 
1 (A) 
一 一 一 51 R=1y 2 
n 
计算 结果 见 表 1.1. 
从 表 1.1 中 可 以 看 到 了 T 出 现 负 值 , 这 与 一 切 1 0 相 矛 盾 . 实际 上 , 由 积分 中 值 定理 可 以 
得 到 下 列 估计 式 


a 
因此 , 当 n 较 大 时 , 用 公式 A 计算 I, 是 不 正确 的 . 那么 , 这 里 , 计算 公式 与 每 步 计算 都 是 
正确 的 , 到 底 是 什么 原因 使 计算 结果 出 现 错误 呢 ? 我 们 对 公式 A 进行 误差 分 析 , 带 有 误差 的 
对 应 计算 公式 为 


为 考察 其 数值 稳定 性 , 计算 
| I,|=5|I mI)=5"|T m1|, n=1, 2, ~ 


"Xa 


该 公式 由 I 开始 , 依次 可 计算 出 
Ti Ta Ts 
其 在 每 次 计算 过 程 中 , 都 将 上 次 计算 的 误差 放大 5 售 . 


ee 
则 有 


|e,| [I, I,|=5"|eo|, n=1, 2, » 
由 此 可 知 , 计算 I, 时 的 误差 为 初始 误差 的 5 倍 , 因此 该 算法 不 是 数值 稳定 算法 . 
下 面 采 用 逆序 计算 方式 给 出 一 个 数值 稳定 的 计算 公式 . 


将 1, 二 二 一 51, ,nn 二 1, 2,…, 9 转换 为 


n 


该 式 由 1; 开始 , 依次 计算 出 及 1; ,…, 1; ,其 合 人 误差 关系 为 
oe 
[a 一 了 | 


这 说 明 , 在 每 次 计算 过 程 中 , 都 将 上 次 计算 的 舍 入 误差 缩小 5 倍 , 因此 该 算法 是 数值 稳定 
算法 . 该 算法 的 关键 是 取 计 算 的 初 值 1; ,这 里 采用 如 下 定 积分 估计 的 方法 选取 : 


因为 
1 1 ze 1 pf 1 1 
< "dz = < 
10x6< | 二 sd es lee 10(E+5) ~10X5 
取 均 值 
i 
1 一 玛 X 而 (3 | 加 8 一 0.01833 
其 初始 误差 为 


1 Y 
并 < 区 a 谨 一 2 
es 一 |T 一 To| 吉 x (3 3) 0.003 3… = 0.33 X 10 


用 此 I 作 递 推 计算 , 依次 算出 Ts ,IT? , …, I? ,它们 值 所 有 误差 不 会 超过 0.33 X 10. 


利用 递 推 计算 公式 
9 一 0.018 3 
(B) 
1 n=1, 2, *…… 
5n 5 


计算 结果 见 表 1.1. 此 例 说 明 : 在 公式 A 中, 虽然 初始 误差 很 小 , 但 是 在 计算 过 程 中 舍 人 误 
差 急 剧 增 大 , 结果 真实 的 数据 很 快 被 淹没 了 , 而 在 公式 B 中 , 尽管 es 可 能 相对 较 大 , 但 在 计算 
中 误差 影响 不 扩散 , 当 某 一 步 产 生 误差 后 , 该 误差 对 后 面 的 影响 不 断 衰 减 . 误差 扩散 的 算法 是 
不 稳定 的 , 误差 衰减 (至 少 是 不 扩散 的 ) 算法 是 稳定 的 算法 . 


区 
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表 1.1 近似 计算 公式 的 计算 结果 


n I, (用 公式 A 计算 ) I; (用 公式 B 计 算 ) 
0 0.182 3 0.182 3 
1 0.0885 0.088 4 
2 0.0575 0.058 0 
3 0.0458 0.0431 
4 0.0208 0.0343 
5 0.095 8 0.0285 
6 一 0.3125 0.024 3 
1.705 4 0.0213 
8 一 8.4018 0.018 6 
9 42.120 0.018 3 


1.4.2 ”病态 问题 与 良 态 问题 


1. 病态 问题 


一 个 数值 问题 本 身 如 果 输 入 数据 有 微小 扰动 ( 即 误差 ), 引起 输出 数据 ( 即 问题 解 ) 相对 误 
差 很 大 , 这 就 是 病态 问题 , 例如 , 线性 方程 组 


. 1 i 
Xl tar 十 本 zs 一 
1 1 1 13 
2 Zi 3zz 十 4zs 一 17 (1.1) 
1 1 | 47 
3 


的 准确 解 为 zi 一 zs 一 zs 一 1. 
把 它 的 系数 都 舍 和 成 两 位 有 效 数字 做 小 的 扰动 后 , 方程 组 (1.1) 变 为 
Xl 十 0.50xs 十 0.33zx; 一 1.8 
0.50zi 十 0.33z* 十 0.25zs 一 1.1 《1.2) 
0.33T1 十 0.25xs 十 0.20xs 一 0.78 


方程 组 (1.2) 的 准确 解 为 


Zl 6.222, zs 一 38.25，zs 33.65 
此 解 与 扰动 前 的 解 完全 不 同 了 . 

方程 组 (1.1) 的 求解 就 是 病态 问题 . 

注意 病态 问题 不 是 计算 方法 引起 的 , 是 数值 问题 自身 固有 的 . 因此 , 对 于 数值 问题 , 首先 
要 分 清楚 问题 是 否 病态 , 对 病态 问题 必须 采取 相应 的 特殊 方法 以 减少 误差 伤害 . 

2. 良 态 问题 


初始 数据 的 微小 变化 只 引起 计算 结果 的 微小 变化 的 计算 问题 称 为 良 态 问 题 . 


| 


"Xa 


例如 ,对 方程 组 
2zl 一 Zz 一 6 
《1.3》 
> 十 2x = 二 一 2 
的 常数 项 作 微 小 扰动 后 变 为 
2zi 一 Zz 一 6 
(1.4) 
|- 十 2zs 王 一 2.005 


扰动 前 方程 组 (1.3) 的 准确 解 为 xz1 = 二 2, zs 一 一 2， 而 扰动 后 方程 组 (1.4) 的 准确 解 为 
Xx1 一 1.999，zs 一 一 2.002， 

这 两 组 解 之 间 的 差别 是 不 大 的 . 计算 方法 主要 研究 良 态 问题 数值 解法 . 
1.4.3 ”减少 误差 的 着 干 原则 

由 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 在 数值 计算 中 误差 是 不 可 避免 的 , 但 是 我 们 可 以 尽量 减少 误差 . 
在 设计 算法 的 时 候 要 注意 以 下 几 点 . 

1. 避免 两 个 相近 的 数 相 减 

因为 两 个 相近 的 数 相 减 , 会 减少 有 效 数字 的 位 数 , 从 而 使 绝对 误差 和 相对 误差 增 大 . 

【 例 1-5】 计算 A =107 X (1 一 cos2°)( 用 4 位 数学 用 表 ). 

解 ”由 于 cos 2" 一 0.999 4, 直接 计算 

A=10’ X (1 一 cos 2") 一 107 X (1 一 0.999 4) 一 6 X10 


只 有 一 位 有 效 数字 . 若 利用 1 一 cos 工 一 2 sin? 子 ， 则 
A=10’ X(1—cos2°)=2X (sin1°)’ X107 一 6.13 X10 
具有 三 位 有 效 数字 (这 里 sin 1° 二 0.0175), 此 例 说 明 , 可 通过 改变 计算 公式 避免 或 减少 有 
效 数字 的 损失 . 
类 似 地 , 若 zk 和 zs 很 接近 时 , 则 


lg zi 一 lgz: 一 之 
用 右边 算式 计算 有 效 数 字 就 不 损失 . 当 z 很 大 时 , 有 


RE 
Vz 十 1 十 Vz 
用 右 端 算式 代替 左 端 . 

2. 两 个 相差 悬殊 的 数 相 加 , 会 出 现 “ 大 吃 小 ” 


例如 , 在 五 位 十 进 制 计算 机 上 . 计算 


A 一 52 492 十 > )ai 
i=1 


其 中 , 0.1 委 vi 委 0.9. 
把 运算 的 数 写成 规格 化 形式 


1000 
A 一 0.52492X105 十 >)ai 
1 一 


由 于 在 计算 机 内 作 加 法 运算 先 要 对 阶 , 车 取 ai 二 0.9, 对 阶 时 vi; 二 0.000 009 X 105, 在 五 位 
计算 机 中 表示 为 机 器 0, 因此 
A 一 0.524 92 X 105 十 0.000 009 X 105 十 … 十 0.000 009 X 105 
会 0.524 92 X 105 (符号 “全 ”表示 机 器 中 相等 ) 
结果 显然 不 可 靠 , 这 是 由 于 运算 中 出 现 了 大 数 52 492“ 吃 掉 ” 小数 ui 造成 的 . 如 果 计 算 时 
先 把 数量 级 相同 的 一 千 个 a; 相 加 , 最 后 再 加 52 492， 就 不 会 出 现 大 数 “ 吃 ”小 数 现象 , 这 时 


1 000 


OT XO 去 2 <0.9x10 
于 是 0.001 X 10 十 0.524 92X 105 之 A 过 0.009 X105 十 0.524 92 X 105 , 即 
52 592 A53392 
3. 避 人 免 绝对 值 很 小 的 数 作 除 数 , 会 产生 很 大 的 误差 


例如 , 要 计算 > 一 二 


可 以 采用 泰勒 公式 取 前 三 项 , 得 
1l+z—e,  _1 Le 
rz: 2 3 4! 
这 个 公式 就 避免 了 绝对 值 很 小 的 数 作 除 数 . 


工 匀 1) 的 值 , x < 和 <1 表 示 x 接近 于 零 , 不 能 直接 计算 , 我 们 


$1.5 向 量 和 和 矩阵 的 范 数 


1.5.1 向 量 范 数 


为 了 研究 线性 方程 组 近似 解 的 误差 估计 和 和 迭代 法 的 收敛 性 , 我 们 需要 对 向 量 x 的 “大 小 ” 
及 矩阵 A 的 “大 小 ”引进 某 种 度量 一 一 范 数 . 本 节 介 绍 n 维 向 量 范 数 和 Xn 和 矩阵 的 范 数 . 向 量 
范 数 是 三 维 欧 氏 空间 中 向 量 长 度 概念 的 推广 , 在 数值 分 析 中 起 着 重要 作用 . 

首先 将 向 量 长 度 概念 推广 到 R" (或 C") 中 . 

定义 二 8， 设 x =(21y 2 于) 实数 


Gx) 一 yTx 一 了 ziy:( 或 复数 (x，y) 一 Jax 一 六 工本) 
称 为 向 量 * ，y 的 数量 积 (内 积 ). 将 非 负 实数 


"a 
rey DE 


1x ==VGrr x 一 /| |z;1*( 复 向 量 ) 


称 为 向 量 x 的 欧 氏 范 数 . 

我 们 还 可 以 用 其 他 办 法 来 度量 R" 中 向 量 的 “大 小 ”. 例如 , 对 于 x 一 (zk ,zs，… ，zn)T 可 
以 用 一 个 x 的 函数 N(x) 二 max | zi | 来 度量 x 的 “大 小 ”, 而 且 这 种 度量 x 的 “大 小 ”的 方法 
计算 起 来 比 欧 氏 范 数 方便 . 在 许多 应 用 中 ,对 度量 x 的 “大 小 ”的 函数 N (x) 都 要 求 是 正定 的 、 
齐 次 的 且 满 足 三 角 不 等 式 . 

下 面 我 们 给 出 向 量 范 数 的 一 般 定义 . 

定义 1.9( 向 量 的 范 数 ) ”车 向 量 x € R' (或 C") 的 某 个 实 值 函数 N(x) 二 | x | , 满足 条 件 ， 

(1) | x1 宇 0 (x=0 当 且 仅 当 x = 二 0) (正定 性 ); 

(2) Jax =|a||x| ,Va EE R( 或 a EC)( 齐 次 性 ); 

(3) | x+y| 三 xl 十 |y 中 ( 三 角 不 等 式 ). 

则 称 N(xz)== x1 是 R"( 或 C") 上 的 一 个 向 量 范 数 (或 模 ). 

下 面 给 出 几 种 常用 的 向 量 范 数 , 设 x 一 (zi ，zrs，'…，zrn)T 

@ lx | 。=max|zil; 


©® lxrli=2 |z:|; 


二 
2 


® xl (Dd lad)! 
@ lx1,=(> J) 


1.5.2 纸 阵 范 数 


下 面 我 们 将 向 量 范 数 概念 推 广 到 矩阵 上 去 . 可 以 将 R” 中 的 矩阵 4 一 (ay )。 当 作 n? 维 向 

量 , 则 由 向 量 的 2- 范 数 可 以 得 到 R” 中 和 矩阵 的 一 种 范 数 
F(4) 一 1 4 1 = (>) 

称 为 A 的 Frobenius 范 数 . We 

下 面 我 们 给 出 矩阵 范 数 的 一 般 定义 . 

定义 1.10( 和 矩阵 的 范 数 ) ” 若 矩 阵 4 E R” 的 某 个 实 值 函 数 N (4) = |‖ 4 | 满足 条 件 : 

@O 14l1 兰 oC141 =0 当 且 仅 当 4 一 0)( 正 定性 ); 

@ 1c4l=|c|l141，c 为 实数 ( 齐 次 性 ); 
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@ 对 任意 A4,B 有 上 14 十 Bl 三 4 十 上 B 川 (三 角 不 等 式 ); 

@ 对 任意 4,B 有 4B | 三 4 咱 B 中 ( 相 容 性 ). 

则 称 N (4) 是 R” 上 的 一 个 矩阵 范 数 (或 模 ). 

由 于 在 大 多 数 与 估计 有 关 的 问题 中 , 矩阵 和 向 量 会 同时 参与 讨论 , 所 以 希望 引进 一 种 矩阵 
的 范 数 , 它 是 和 向 量 范 数 相 联系 而 且 和 向 量 范 数 相 容 的 , 即 对 任何 向 量 x € R" 及 矩阵 
A E R22” 都 成 立 


Iaxl|l<IlAl. lxl 
上 述 条 件 ( 即 不 等 式 ) 就 称 为 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 的 相 容 性 条 件 . 
为 此 我 们 再 引进 一 种 矩阵 的 范 数 . 
定义 1.11( 和 矩阵 的 算 子 范 数 ) 设 xER ,AGER ,给 出 一 种 向 量 范 数 ‖x 上,( 如 v=1， 
2 或 w), 相应 地 定义 一 个 矩阵 的 非 负 函 数 


Ax 
1AN, =max (4s, 
zz0 x 


可 验证 上 ‖A | , 满足 定义 , 所 以 上 4 ,是 R” 上 和 矩阵 的 一 个 范 数 , 称 为 4 的 算 子 范 数 , 也 称 从 
属 范 数 . 

定理 1.2 设 |x 1, 是 Re 上 的 一 个 向 量 范 数 , 则 | 4 ,是 R” 上 和 矩阵 的 范 数 , 且 满 足 相 
容 条 件 

l4xlv 和 la4l。lzxl。 

显然 这 种 矩阵 的 范 数 | 4 | , 依赖 于 向 量 范 数 | x | 。 的 具体 含义 . 也 就 是 说 : 当 给 出 一 种 
具体 的 向 量 范 数 | x | . 时 , 相应 地 就 得 到 了 一 种 矩阵 范 数 eA | ,. 

常用 的 算 子 范 数 有 : 


n 

@O 14 1s=max2) las|; 
1<i<n f= 
和 

© 14 1 =max 2 las|; 
1<j<n 1 


©® |4l,=Virm (ATA). 

其 中 max(4 "A) 表示 474 的 最 大 特征 值 . 由 于 矩阵 2- 范 数 与 474 的 特征 值 有 关 , 所 以 又 
被 称 为 4 的 谱 范 数 . 

定义 1.12 设 4E R” 的 特征 值 为 4;, i 二 1, 2, 3,…,n, 称 

2(4) 一 max | 4; | 

为 A 的 谱 半 径 . 

对 于 矩阵 谱 半径 , 我 们 有 下 述 定理 : 

定理 1.3( 特 征 值 上 界 ) 设 4AE R” | .| 为 任 一 种 算 子 范 数 , 则 

o(4A) 入 4 
反之 , 对 任意 实数 s > 0, 至 少 存在 一 种 算 子 范 数 1 4 | ., 使 


"a 
|All.<p(4)+e 


定理 1.4 车 14|1 过 1, 则 和 矩阵 I 土 4 非 奇 异 , 且 满 足 


1 
( 开 直下) 站 和 寺 一 和 = 
I 1 <i—taT 


证 明 ”首先 考虑 I 一 A 情形 . 用 反 证 法 , 设 det(I 一 A) 二 0, 则 方程 (I 一 A)x ==0 有 非 零 解 ， 
即 存在 x。E R", x。o 关 0, 使 得 (I 一 A)x。 二 0, 故 


A. Ax 
| pe | 4x 1 > | Axoll 
lzl#o xl | xoll 


这 与 14 | 二 1 矛盾 . 
进一步 , 由 于 , 则 (I 一 A)-!=I 十 A (I 一 A)”', 从 而 
| (CI 一 人) 上 和 1 十 4。 ICGI 一 人) 
将 上 式 整 理 即 得 


1 


| (CI 一 4 人) ‖ 科 一 
1 一 141 


类 似 的 可 证 明和 矩阵 工 +4 也 满足 上 面 的 不 等 式 . 


习 题 


1. 已 知 近似 数 a 一 35.246 8, 0 一 一 0.370, c 一 0.000 52 的 绝对 误差 限 都 是 0.000 5, 问 它们 
具有 几 位 有 效 数字 ? 

2. 已 知 rx 一 3.141 592 654…， 问 : 

(1) 若 其 近似 值 取 5 位 有 效 数 字 , 则 该 近似 值 是 什么 ?” 其 误差 限 是 多 少 ? 

(2) 若 其 近似 值 精确 到 小 数 点 后 面 4 位 , 则 该 近似 值 是 什么 ”其 误差 限 是 多 少 ? 

(3) 若 其 近似 值 的 绝对 误差 限 为 0.5 X 105, 则 该 近似 值 是 什么 ? 

3. 要 使 V6 的 近似 值 的 相对 误差 限 小 于 0.1%, 需 取 几 位 有 效 数 字 ? 

4. 求 方程 x? 一 (10" 十 1)z 十 10" 一 0 的 根 . 


5. 已 知 积分 1, 一! [eazo=o， 1,…) 具有 递 推 关系 


1, =1—nl,i, 7 一 1，2，… 
试 在 4 位 十 进 制 计 算 机 上 利用 下 面 两 种 算法 计算 积分 To, 厂 ，…，7. 
(1) 令 Tu 一 0.632 1, 计算 1 一 1 一 2T 7 一 1，2，…,9; 


(2) 令 T。 一 0.068 4, 计算 T 一 二 G 一)， n=9, 8, ,1s 


(3) 哪 种 算法 准确 , 为 什么 ? 
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6. 怎样 计算 下 列 各 题 才 能 使 得 结果 比较 准确 ? 
(1) sin(z 十 y) 一 sinz, 其 中 |y | 充分 小 ; 
(2) 1 一 cos1"; 


(37 lat 10° 二 1 = 10°). 


第 2 音 ”插值 与 拟 合 


在 生产 和 科学 实验 中 , 自 变 量 z 与 因 变 量 y 的 函数 y= 二 f(x) 有 时 不 能 直接 写 出 表达 式 , 而 
只 能 得 到 函数 在 若干 个 点 的 函数 值 或 导数 值 . 当 要 求知 道观 测 点 之 外 的 函数 值 时 ,需要 估计 函 
数值 在 该 点 处 的 值 . 还 有 些 函 数 虽 然 已 经 知道 解析 的 表达 式 , 但 由 于 形式 过 于 复杂 而 不 易 使 
用 . 函数 的 插值 和 拟 合 讨论 如 何 用 易于 计算 的 简单 函数 近似 函数 表 或 复杂 函数 . 

设 {z;)?-。 是 RR 中 若干 个 不 同 的 点 , 每 个 点 x; 对 应 一 个 数值 y; € R, 它们 可 以 通过 实验 或 
观测 得 到 , 也 可 以 是 一 个 已 知 函 数 的 值 f(x;). 要 根据 观测 点 的 值 , 构造 一 个 比较 简单 的 函数 
y 二 p(x), 使 函数 在 观测 点 的 值 等 于 已 知 的 数值 或 导数 值 . 寻找 这 样 的 函数 p(x ), 办 法 有 很 
多 . 根据 测量 数据 的 类 型 , 有 如 下 两 种 处 理 观 测 数据 方法 : 

(1) 测量 值 准确 , 没有 误差 , 作 一 条 曲线 , 其 类 型 是 事先 人 为 给 定 的 (最 简单 的 即 代数 多 项 
式 ), 使 该 曲线 经 过 所 有 点 {zx;，y;)’-。,， 这 就 是 插值 问题 . 

(2) 测量 值 与 真实 值 有 误差 , 作 一 条 指定 类 型 的 曲线 , 使 该 曲线 能 在 “一 定 意义 ”下 通 近 这 
一 族 数据 , 这 就 是 曲线 拟 合 问题 . 

下 面 给 出 和 搬 值 有 关 的 几 个 定义 ， 

定义 2.1 设 y=f(z) 在 区 间 [a,65] 上 有 定义 , 且 已 知 在 一 系列 节点 4 委 zo<zi 毛 … 
过 z， 三 5 处 测 得 函数 值 y。，y1，,….y,， 若 存在 一 简单 函数 P(x), 使 

P(ri) =y;, i=0,1, ,nn (2 
成 立 , 就 称 PCz ) 为 f(x ) 的 插值 函数 , 点 zu， x1,，…, xz 称 为 插值 节点 , 包含 插值 节点 的 区 
间 [a, 5] 称 为 插值 区 间 , 求 插值 函数 PCz) 的 方法 称 为 插值 法 , 式 (2.1) 称 为 插值 条 件 . 若 
P(xz) 是 次 数 不 超 过 的 代数 多 项 式 , 即 

P(rz)=aoTaiz 二 + 二 a,r" (22) 

其 中 w 为 实数 , 就 称 P(x ) 为 插值 多 项 式 , 相应 的 插值 法 称 为 多 项 式 插值 . 若 P(x ) 为 分 
段 的 多 项 式 , 就 称 为 分 段 插值 . 若 P(x ) 为 三 角 多 项 式 , 则 相应 地 , 称 为 三 角 插 值 . 本 章 只 讨论 
多 项 式 插值 与 分 段 插值 . 

本 章 主要 讨论 以 下 问题 : 

(1) 插值 函数 是 否 存在 和 唯一 ? 

(2) 如 何 表示 插值 函数 ? 

(3) 如 何 估计 被 插 函 数 f(x ) 与 P(z) 的 误差 ? 
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$2.1 拉 格 朗 日 插值 


2.1.1 插值 多 项 式 的 存在 唯一 性 


代数 多 项 式 插值 是 最 简单 的 插值 . 我 们 首先 研究 代数 多 项 式 搬 值 的 唯一 性 . 
设 在 区 间 [a, 5] 上 给 定 n 十 1 个 点 
人 
上 的 函数 值 y; 二 f(zr;) (i 二 0, 1,，…,n), 求 次 数 不 超 过 的 多 项 式 (2.2), 使 
PCzi) 一 yi 一 0,，1，…，7 
由 此 , 得 到 关于 系数 ceo, ai, …，, a 的 n 十 1 元 线性 方程 组 
ao 十 aizo 十 azzi 十 … 十 anzg 一 yo 


ao 十 aizli 十 azzi 十 … 十 anzi 一 y1 


术语 


(2.3) 


(2.4) 


此 方程 组 有 十 1 个 方程 入 十 1 个 未 知 数 , 其 系数 行列 式 是 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 行列 式 : 


1 z zi … zt 


2 
1 Ly 


9 
D 一 | ，:， .|= I (rz)) 
; ; 2 2 n>i>j>0 


2 
和 


当 zo,，zi,，…， zw 各 不 相同 时 , 方程 组 系数 矩阵 的 行列 式 D 不 等 于 零 , 故 方程 组 有 唯一 


解 . 于 是 有 以 下 定理 : 
定理 2.1 满足 插值 条 件 (2.3) 的 插值 多 项 式 PCz ) 是 存在 唯一 的 . 


显然 , 直接 求解 方程 组 (2.4) 可 以 得 到 插值 多 项 式 , 但 这 是 求解 多 项 式 最 繁杂 的 方法 , 一 


般 是 不 用 的 ,下 面 将 给 出 构造 求解 插值 多 项 式 更 简单 的 方法 . 
2.1.2 。 拉 格 朗 日 插值 方法 的 构造 


1. 线性 插值 


为 了 得 到 n 次 插值 多 项 式 的 一 般 形 式 , 我 们 先 从 最 简单 的 情况 n 二 1 开始 讨论 . 


已 知 两 点 (zxo,， yo),， (zx1, y1), 求 一 次 多 项 式 Li1(x), 使 其 满足 
LiCzo) 一 yo， Li(Czi) 一 》y1 
y 二 Li(z) 的 几何 意义 是 通过 两 点 (ze， yo), (zx1，y1) 的 直线 , 如 图 2.1 所 示 . 


"Xn 


-L(Y) 


Xl 


0 Xo 


图 2.1 y 三 Li(x) 的 几何 意义 图 


可 利用 两 点 式 写 出 直线 的 方程 


天 和 三 (2.5) 
LE TL 


让 一 


记 L(z) (x) 二 汪 一 ,从 式 (2.5) 可 以 看 出 , Li(z) 是 由 这 两 个 线性 函数 
. Xo 
lo(z ), lL1(zx) 的 线性 组 合 得 到 的 , 其 系数 分 别 为 y。，y1， 即 
Li(z)=lo(r)yot h(x) yi = Plz)y (2.6) 


称 1;(x) (i 二 0, 1) 为 线性 插值 基 函 数 , 称 多 项 式 (2.6) 为 线性 插值 多 项 式 , 由 基 函 数 的 表达 式 ， 


可 以 知道 
0, zj 


li(xj) =65 = pO 


1, i=j 


2. 抛物 插值 
当 ) 一 2 时, 已 知 三 点 (xo, yo)，(zi, y1),， (zz，yz), 求 二 次 多 项 式 L,(x)，, 使 其 满足 


L(xo)=yo, Ls(T1)=y1, L(x2) = ys 
y = 二 L(x ) 的 几何 意义 是 通过 三 点 (zo ,yo)， (zx1,y1),， (zs， ys) 的 抛物 线 . 仿照 线性 插值 多 
项 式 的 构造 方法 , 即 用 插值 基 函 数 的 方法 构造 插值 多 项 式 , 设 
CS 


L(xz)=lo (zr)yot lz)yit ls (x) ys 


每 个 基 画 数 1; (zx ) 都 是 一 个 二 次 函数 , 且 在 节点 上 满足 
1o(Czo) =1, lo(z1)=0, lo(z2) =—0 


1, li(zs)=0 


li(z0)=0, U(r1) 
0, ls(zs)=1 


li(z0) =0, ls(71) 
根据 这 些 条 件 很 容易 求 出 每 个 基 函 数 的 表达 式 , 例如 , 1o(z) 有 两 个 零点 x1，xs， 因 此 可 设 
loCz) 一 A(Cz 一 Ti)(Cz 一 工 ) 


由 条 件 (uCze) 二 1, 可 算出 
1 


二 


Le 
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半 


一 


I 
类 似 地 , 可 以 算出 
Pee) 0 bts -让 了 
因此 
La(z) =yolo Cz) + yli(z) + yals(r) 
(x — xX) (xr— zx) (一 zo)Cz 一 zs) (zr —xo)(r— zr) 
eC a i Cy a te 


显然 , 二 次 基 函 数 仍然 满足 
0,izj 
li(z;) =55 = i 0 ls 
Pi 


2.1.3 n 次 拉 格 郎 日 插值 多 项 式 


下 面 我 们 将 这 种 用 插值 基 函 数 表 示 多 项 式 的 方法 推广 到 一 般 情形 . 
考虑 nn 十 1 个 互 不 相同 的 节点 (zo, yo) (zis y1)，…， (ZX,， ys), 求 n 次 多 项 式 L, (x)， 
使 其 满足 
L,(zi)=yis i=0, 1,2, °…,n 
我 们 可 以 仿照 前 面 构造 基 函数 的 方法 来 构造 工 , (xz), 对 于 十 1 个 互 不 相同 的 持 值 节点 
(ziy yi) ,i 二 0, 1,，2,……,n, 由 次 多 项 式 的 唯一 性 , 可 对 每 个 插值 节点 x; 作出 相应 的 次 
插值 基 哨 数 1; (zx), i 二 0, 1, 2,…,n， 要求 


0,i 尖 7) 
zi ) 一 0 = »i,j=0,1,.…,n 
1, i=j 
即 zo, zi ,Xinis XTi，"…， Xr 是 1;(x) 的 零点 ,因此 可 设 
Bz) = = Mr = Br = Ls = = 2 (2.8) 


由 L(xi)==1, 将 z==z; 代入 1;(x) 得 到 


一 | 
ts (2.9 
人 Cr — mo (r= RT— A rT— Ek OT— 放 J ) 
jzi 
作 其 组 合 
L,(7) = Dlilz)y:; (2.10) 
i=0 


那么 L, (zx) 为 一 至 多 次 多 项 式 且 满足 插值 条 件 
工 , (Zi) 一 yiy ii 一 0，1，2，…，7 
故 工 , (zx) 就 是 关于 插值 节点 zu， zj, …， zw 的 n 次 插值 多 项 式 , 这 种 插值 多 项 式 的 形式 称 


| 


"Xn 


为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插值 多 项 式 ，{2 (zx)} 称 为 关于 节点 zo， zi ，…， zw 的 拉 格 朗 日 基 函 数 . 
2.1.4 ”误差 估计 


下 面 我 们 讨论 工 ,(z) 近似 f(x) 的 截断 误差 , 即 R, (zx) 二 f(z) 一 L, (zx), 它 也 被 称 为 插 
值 多 项 式 的 余 项 , 对 此 , 我 们 有 下 面 的 定理 成 立 : 
定理 2.2 ” 设 函 数 f(x) 的 n 阶 导数 f(x) 在 [a, 5] CC R 连续 , 它 的 nn 十 1 阶 导数 
ft? (zx) 在 (a,5) 内 存在 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L, (x) 满足 条 件 
L(xi) =y:, i=0, 1, 2, "sn 
则 对 任何 x € [a, 5], 插值 余 项 


CO 
Rl(z)=/7(2) = LL (rs) er Wnti (XT), 


其 中 ,wz) 王 (一 zo)(z 一 1)…(Z 一 Zn). 
证 明 ”由 插值 条 件 L, (zx;) 一 yi 一 0,1,， 2,…, 7 得 到 
R.(7i1)=0,1i=0; 1, 2 “ns 


R(z)=K(zr)wnmn(r) C2:11 
其 中 K(x ) 是 待定 的 函数 . 为 了 求 出 K(x)，, 构造 辅助 函数 
p(s)=f(s)—L,(s)—K(zr)wnls), 《2.12) 
这 里 的 x 视 为 是 任意 固定 的 , 设 x 关 x;, i 二 0, 1,2,…, nn, 则 函数 gpg(s) 有 nn 十 2 个 零点 . 
由 罗 尔 (Roll) 定理 , 知 g'(s) 在 (a, 5) 内 至 少 有 nn 十 1 个 零点 , g”(s) 在 (a ,5) 内 至 少 有 个 
零点 ;最 终 g"(s) 在 (a, 5b) 内 至 少 有 2 个 零点 ;pg ”i?(s) 在 (a,5) 内 至 少 有 1 个 零点 , 设 该 点 
为 &, 即 pg"?(&) 二 0, 而 
p= — Knt Dl 


f "td (ey 
(n+t+D! 


将 上 式 代入 式 (2.11) 便 得 到 最 后 结果 . 

这 里 我 们 指出 , 余 项 表达 式 只 有 在 f(x ) 的 高 阶 导数 存在 时 才能 应 用 , & 在 (a , 5b) 内 的 具 
体位 置 通常 不 可 能 给 出 ， 若 max | 六 (zz)| 一 Men， 利用 上 述 定理 , 可 以 估计 在 任 一 点 处 
L,(z) 近似 f(x ) 的 截断 误差 . 


所 以 , K(x)= 


ntl 


t+D! 
思考 : 线性 插值 和 抛物 插值 的 截断 误差 是 多 少 ? 
【 例 2-1】 已 知 四 点 (一 1, 一 2), (1, 0), (3, 一 6), (4, 3), 试 作出 三 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 
解 ”利用 公式 (2.9) 容易 写 出 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 基 函数 为 


[2 


|R.(z)|< [orn (Cz) |. 
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tw =— MC— 一 bi 
Bek re 107 IN —=3)(% = 


(z+ Dr) 4 _l1 
Wte) = 


(vw 一直 有 
ls(x) HI) X31 XG—4) gt Dz CO—4) 


(证 (二 Dt = 把 
(4 二 +1)x(4—1)x(4—3) 


则 三 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 
La(x) =yolo(z) + yl (zr) yal (zx) yals (rx) 
一 Z3 一 4z2 十 3 

【 例 2-2】 已 知 函 数 f(x) 二 Vx， 分别 用 线性 插值 和 二 次 插值 求 1(115), 并 估计 截断 误差 . 

分 析 : 本 题 理解 为 , 已 知 * 复 杂 ” 函 数 f(z ) 王 Vz， 当 工 王 100, 121, 144 时 , 其 对 应 的 函 
数值 f(x) 为 10, 11, 12. 当 z= 二 115 时 , 求 函 数值 F(115), 并 估计 截断 误差 . 

解 (1) 线性 插值 : 过 已 知 的 (100, 10) 和 (121, 11) 两 个 点 , 构造 一 次 多 项 式 函数 
Li(z)， 于 是 有 


ls(z) 证 (x Wa 一 D(z = 


E121 工 一 100 


L 一 X 10+ x 
= 
则 f(115) s 工 , (115) =10.714 285 714 285 72. 
误差 估计 : 由 定理 2.2 
[L10115) — f(115) | Teas 100) x (115 — 121) 


当 z E [100, 115] 时 ， max | 7(z)| 一 2.5 X107, 则 有 
|L1(115)— f(115) | 0.011 25 < 0.05 
于 是 近似 值 f(115) s L1(115) ==10.71 有 三 位 有 效 数字 . 
(2) 抛物 插值 :构造 二 次 多 项 式 函 数 L,(x), 使 得 它 过 已 知 的 (100, 10), (121, 11) 和 
(144, 12) 三 个 点 . 于 是 有 二 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


i (一 121)(z 一 144) jor (z—100)(z—14)  、11 
?TT (100—121) X(100 二 144) (121 一 100) Xx (121— 144) 


(zx —100) (x 一 121) 
tam—io 又 GT 二 1217 关 12 


则 有 F(115) 、 工 ;(115) 一 10.722 755 505 364 20. 
误差 估计 : 由 定理 2.2 


fe 
| 工 ;(115) 一 £0115)| eas 100) x (15—12D x a15—149)| 


当 zE [100, 115] 时 ， max |f”(z) |=3.75 X10™*, 则 有 


|L2(115)— f(115)|<< 0.001 631 25 < 0.005 
于 是 近似 值 1(115) 盖 工 ;(115) 一 10.722 755 505 364 20 有 四 位 有 效 数字 . 


2.1.5 ”上 机 程序 


这 里 , 输入 节点 x, y, 要 计算 的 插值 点 u ( 均 为 数组 , 长 度 自 定义 ) ,输出 函数 在 插值 点 u 处 
的 近似 值 v (与 u 同 长 度数 组 ). 应 用 时 输入 x, y, u 后 , 运行 v=polyinterp(x, y, u) ,得 到 插值 
多 项 式 在 u 处 的 函数 值 . 


例如 , 对 于 【 例 2-1】, 输入 下 列 命 令 : 


结果 如 图 2.2 所 示 . 


1 05 0 O05 WY Ls 2 23 3 35 4 
三 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


图 2.2 ”运行 结果 图 
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2.1.6 ”算法 评价 


拉 格 朗 日 公式 的 优点 是 有 较 强 的 规律 性 , 容易 编写 程序 利用 计算 机 进行 数值 计算 , 只 需 双 
重 循环 


EB, w= (2)y: 三 于 二 


i=0 oO Ti 一 了 


即 可 . 它 的 不 中 之 处 是 若 发 现 当前 的 插值 方 法 不 够 精确 。 如 果 要 增加 插值 点 的 个 数 , 则 所 有 拉 
格 朗 日 插值 基 函 数 1; (x) 都 将 重新 计算 . 


$2.2 牛顿 插值 


2.2.1 “多项式 的 逐次 生成 


拉 格 朗 日 插值 简单 易 用 , 但 若 要 增加 一 个 节点 , 全 部 基 函 数 1; (zx) 都 需 重 新 计算 . 为 了 克 
服 这 些 缺 点 , 我 们 尝试 设计 一 个 可 以 逐次 生成 插值 多 项 式 的 算法 , 即 N, (zx) 二 Ns,(z) 十 
zz) 其 中 N, (zr) 和 NN,1(z) 分 别 为 n 次 和 nn 一 1 次 插值 多 项 式 ， 即 若 想 得 到 十 1 个 节点 
的 nn 次 多 项 式 , 只 需要 在 算出 的 nn 一 1 次 多 项 式 后 再 加 上 一 个 n 次 多 项 式 u (zx) 就 可 以 , 用 这 
种 方法 得 到 的 多 项 式 称 为 牛顿 插值 多 项 式 . 

下 面 我 们 仍 从 最 简单 的 情形 n= 二 1 时 开始 讨论 . 

记 此 时 过 两 个 点 (zo。，yo),(z1，y1) 的 线性 插值 多 项 式 为 N; (xz), 满足 插值 条 件 

Ni(zo)=f(zx0o), Ni(z1)=f (x1) 
利用 点 斜 式 可 以 将 N1(z) 表示 为 


By = 
Wotan 


1 一 并 0 


它 可 以 看 成 是 零 次 插值 No(x) = 二 f(zo) 的 修正 , 即 
NiCz) 王 No(Cz) 十 ai(Cz 一 Zo) 


其 中 ,ai 一 2 是 函数 f(z) 关于 点 xu。 zi 的 差 商 . 


青 考察 三 pep yo)， (Zz1，y1)， (zs，ys) 的 二 次 多 项 式 N,(z), 它 满足 插值 条 件 
Ns(z0) =f (x0), N(x1)=f (zr1), Ns(x2) =f(z2) 
则 Ns(z) 可 表示 为 
Na(z) 一 Ni(z) 十 az( 工 一 zo)( 并 一 二 1) 
由 Ns(zxs) 二 f(zs), 得 


"Xa 


az 


fz) — fla) f(x)— (0) 


N(x2)— Ni(zxs) 元 站 二 Xo 省 二 


二 Z2 Xl 


系数 as 为 函数 f(z) 的 “ 差 商 的 差 商 ”. 


将 其 推广 到 一 般 情形 , 考虑 十 1 个 互 不 相同 的 节点 (zos yo)，(Czi，y1)，…，(CZn，yn)， 


要 求 n 次 多 项 式 N, (xz), 使 其 满足 
N(xzi)=f(zi), i=0,1,2,,n 
则 N, (x) 可 表示 为 
下 一 一 二 十 十 一 


(2.13) 


(2.14) 


其 中 ao， al,，…,a, 为 待定 系数 , 可 由 条 件 (2.13) 决定 . 与 拉 格 朗 日 插值 不 同 , 这 里 的 N, (zx) 


由 基 范 数 {1 ,zz 一 Xo，*… (Zz 一 x0)"…(zx 一 xw1)) 逐次 递 推 得 到 的 . 那么 这 些 系 数 wao， ai，… 


是 什么 , 该 如 何 计算 呢 ? 下面 我 们 引入 差 商 的 定义 . 
2.2.2 。” 差 商 及 其 性 质 


1. 差 商 的 定义 
定义 2.2 设 n 十 1 个 点 zxo， zx1，…， zw 互 不 相等 , 则 ; 


x 和 wj(i 关 让 ) 两 点 的 一 阶 差 商 为 [ziy #1] 一 一 (2D》， 


Ti— 
ziy Tj， Xk 三 点 的 二 阶 差 商 为 f[x;, xz)， zj A a 一 ze], 
Zis Xj， Th， Xl 四 点 的 三 阶 差 商 为 

| flzrs zis 元吉 一 了 Le cis zi, 


Ti 一 工 ! 
7 十 1 个 点 zo，zli，…，xzu 的 n 阶 差 商 为 
Fs 人 wi = Lays i | 


Ss 


i Eos Bass 二 过 
2. 差 商 的 性 质 


San 


性 质 1 阶 差 商 f[zxo, zx, zz, …, Xj] 可 表 为 函数 值 f(zo) ,了 Cri),…,f (zi) 的 线性 


I 


组 合 ; 即 f[xos xis Za zi]=2) ,其 中 wn (x)= (zx 一 Xz0)(z 一 Tz1)*(x 


7 
i=0 Wh+l (xe) 


i 


这 个 性 质 可 用 数学 归纳 法 证 明 ( 见 课 后 习题 第 4 题 ). 该 性 质 也 表明 , 差 商 与 节点 的 排列 顺 


序 无 关 , 称 为 差 商 的 对 称 性 , 即 
Los zy3 “sxr d= Le wh 
其 中 ii, …,i 是 0,1,… ,的 任 一 排列 . 
性 质 2 车 f(z) 在 [a,5] 上 存在 n 阶 导数 , 且 节 点 zo, zi, …， zw E [a,5j], 则 


[2 


7 阶 差 
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商 与 导数 关系 如 下 : 
Cn) 
Flaov ros “sy z] -ee, éE€E[a,b] 
该 性 质 可 用 罗 尔 定理 证 明 . 
3. 差 商 的 计算 
我 们 通常 用 列表 的 形式 来 计算 差 商 , 见 表 2.1. 
表 2.1 差 商 表 
x fr) 一 阶 差 商 二 阶 差 商 三 阶 差 商 … n 阶 差 商 
To Fire) 
1 fz) flzos z1] 
zz fra) flrszr] flro, rs x2] 
Ts flrs) flre,szs] flr, xz:, x3] flzro, zx1, zs x3] 


Ts flz) [zi，zeo] flznes Tri Zn] flrnss Zao Tn] flro, zi，…，zo] 


【 例 2-3〗 计算 (一 2, 17), (0, 1), (1, 2), (2, 19) 的 一 到 三 阶 差 商 . 
根据 差 商 的 定义 , 可 以 得 到 下 面 的 差 商 表 见 表 2.2. 


表 2.2 差 商 表 
xi J (zi) 一 阶 差 商 二 阶 差 商 三 阶 差 商 
—2 i 
0 | 一 8 
2 1 3 
2 19 17 8 1.25 


2.2.3 牛顿 插值 多 项 式 


根据 差 商 的 概念 . 有 下 列 等 式 成 立 : 
f(x)=f(z0) + fLz, zol(z— zo) 
flzs zol=fLzor Zi]+ /Les roy zi (2— zi) 


¥ ley sow rad = Lor vrs tf Lis Bos Eis sy wer = 2 
把 以 上 各 式 从 后 向 前 逐次 代入 , 可 以 得 到 : 
二 


了 Lzo，zi，…，zuj](z 一 Zo)(Cz 一 Z1)…( 并 一 Zi) 十 


flz, xos Zi， …，zu](z 一 ZIo)(z 一 Zi)…( 工 一 Ze) 一 NoCz) 十 尽 。(Cz) 


| 


其 


其 中 
N(x)=f(z0) + flros x1 (Fz — 7x0) t+ flLros Xis Zs](5 — 720)(TC—Zz1) 二 二 
flzxos xis , Ta xT— Xr oz) (rr) (2.15) 
为 次 数 不 超 过 的 多 项 式 , 且 满 足 插 值 条 件 (2.13). 它 就 是 形 如 (2.14) 的 次 插值 多 项 式 , 其 
系数 a4 一 ALzo，zl，…，ze], 我们 称 N, (x) 为 牛顿 (Newton) 插值 多 项 式 , 称 
R.(z)=f 了 [zs Zor Tus 5 Ta jz — ror — £7 — 7.) 

为 牛顿 插值 多 项 式 的 误差 或 余 项 . 

注 2.1 (1) 由 插值 多 项 式 的 唯一 性 可 知 , 牛顿 插值 多 项 式 和 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 是 等 价 
的 , 即 N, (xz) 三 L,(z), 且 余 项 相同 , 因此 我 们 得 到 函数 差 商 和 函数 导数 之 间 的 关系 式 : 


fe) 
a+tD! 


(2) 由 表达 式 (2.15) 可 以 看 出 , 要 构造 牛顿 插值 多 项 式 , 首先 要 构造 节点 的 差 商 表 , 然后 
利用 差 商 表 的 最 外 一 行 , 得 到 牛顿 插值 多 项 式 


N(xz)=f(z0)+ flzos zi](z 一 zo) 十 FLzo，ziyzs](z 一 zo)(z 一 Ci) 十 … 十 
六 LZo Twis ss Zaz — ro — x) (rs — Loi) 


【 例 2-4】 已 知 函 数 y = Inx 的 函数 值 见 表 2.3. 


,EE [ao,0]. 


JLRS Bis Ss Es 


表 2.3 y == Inx 的 函数 值 


元 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
了 3 一 0.916 3 一 0.693 1 一 0.510 8 一 0.356 7 一 0.223 1 


试 分 别 用 牛顿 线性 插值 和 抛物 线 插 值 计 算 In 0.54 的 近似 值 . 
解 ” 取 节点 0.5, 0.6, 0.4, 作 差 商 见 表 2.4. 


表 2.4 差 商 表 
zi flzi) 一 阶 差 商 二 阶 差 商 
0.5 一 0.6931 
0.6 一 0.5108 1.823 0 
0.4 一 0.916 3 2.0275 一 2.0450 


利用 式 (2.15), 可 得 
Ni(Czr) 一 一 0.6931 十 1.8230X (zr—0.5) 
Ni(0.54) 一 一 0.620 2 
Na(z) 一 一 0.6931 十 1.8230X (z 一 0.5) 一 2.0450X(z 一 0.5)(z 一 0.6) 
Naz(0.54) 一 一 0.615 3 

注 2.2 (1) 插值 节点 无 须 递增 排列 , 但 必须 确保 互 不 相同 . 

(2) 可 以 看 出 , 当 增加 一 个 节点 时 , 牛顿 插值 公式 只 需 在 原来 的 基础 上 增加 一 项 , 前 面 的 


计算 结果 仍然 可 以 使 用 . 与 拉 格 朗 日 插值 相 比 , 牛顿 插值 具有 灵活 增加 节点 的 优点 . 
(3) 增加 插值 节点 时 , 须 加 在 已 有 插值 节点 的 后 面 . 


2.2.4 上 机 程序 
1. 给 出 向 量 x ,y, 计算 x，y 的 各 阶 差 商 . 


2. 牛顿 插值 多 项 式 的 程序 如 下 : 


对 于 【 例 2-3】. 输入 下 列 命令 : 


计算 方 活 及 其 应 用 二 


例如 , 对 于 【 例 2-4] 的 线性 插值 , 输入 下 列 命令 : 


对 于 抛物 插值 , 输入 下 列 命令 : 


2.2.5 算法 评价 


与 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 相 比 , 牛顿 插值 多 项 式 可 以 灵活 地 增加 插值 节点 进行 递 推 计算 , 减 
少 了 乘除 法 运算 . 该 公式 形式 对 称 , 结构 紧凑 , 因而 容易 编写 计算 程序 . 牛顿 择 值 多 项 式 是 拉 
格 朗 日 搬 值 多 项 式 的 另 一 种 表现 形式 . 


$2.3 埃 尔 米 特 插 值 


在 构造 插值 函数 时 ,如 果 不 仅 要 求 插值 多 项 式 节点 处 的 函数 值 与 被 插 函 数 的 函数 值 相 同 ， 
还 要 求 在 节点 处 的 插值 函数 与 被 插 函 数 的 一 阶 导 数 的 值 或 更 高 阶 导 数 的 值 也 相同 , 这 样 的 插 
值 称 为 埃 尔 米 特 (Hermite) 插值 或 称 密切 插值 . 

设 y= 二 f(z) 具有 一 阶 连续 导数 以 及 函数 在 十 1 个 点 zo， x1，…， xXx。 上 的 函数 值 y。， 
y1， ,yn 及 一 阶 导 函 数值 mo， mm，…， mw， 构造 一 个 2n 十 1 次 代数 多 项 式 函数 Hn (zx)， 
使 得 


ps 二 和 人 和 (2.16) 


Hn (ri) 一 mi 
则 称 互 sn (zx) 为 f(z) 关于 节点 zo, Xx1，…， Xs 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 
为 了 得 到 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 妃 w+ (zx), 我 们 仍 从 最 简单 的 情形 n ==1 时 开始 讨论 . 


[2 
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2.3.1 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 


给 定 f(zo) = 二 yo， 了 f(z1) = 二 y1, 了 (zo) 二 mo， f(z1) = 二 mi, 构造 满足 下 列 条 件 的 埃 尔 米 
特 插 值 多 项 式 H;(z). 
五 : (zi) 一 yi 
2 “ 
分 析 : 用 4 个 条 件 , 至 多 可 确定 三 次 多 项 式 . 可 以 证 明 满足 上 述 条 件 的 三 次 埃 尔 米 特 插值 
多 项 式 是 存在 并 且 唯 一 的 . 类 似 于 构造 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 方法 , 通过 构造 插值 基 邱 数 作出 
H,(zx). 
设 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 表达 式 如 下 : 
Hs(x)=yoao(X) 二 yia(zT) moBo (zx) mB (zr) 
要 使 是 ;(x) 满足 条 件 


0,1. 


hp (2.17) 


H(zxo) =mo, Hs(xi) =mi. 
其 中 ao (xz) ,a(x), PBo(x), pz) 是 关于 节点 ro 及 zi 的 三 次 埃 尔 米 特 插 值 基 函 数 ,它们 满足 
的 条 件 见 表 2.5. 


表 2.5 基 函 数 的 函数 值 和 对 应 的 导数 值 


条 件 函数 值 导数 值 
函数 Xo Xl To i 
ao (Xx) 1 0 0 0 
a(zx) 0 1 0 0 
Bol(x) 0 0 1 0 
Bi(zr) 0 0 0 1 


由 基 屿 数 满足 的 条 件 可 以 得 到 四 个 基 函 数 的 表达 式 为 : 
Ce Se 2 党 
ox) f 2 |(E 二 |] ,Bo(Cz) 一 (z zo) 人 二] 


Ey | Eo™— Tt 
ai(z) f 5 一 ](E | BCz) 一 (一 xz) (= —? ) 
Xo Xl Xl Xo Xl Xo 
于 是 , 满足 条 件 (2.17) 的 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 是 
Hs3(x)=yoao (XT) yia(z) + mopBo lz) mB (zr) 
其 中 aoCz), ai(Cz), Bo(x), BCz) 见 (2.18). 可 以 证 明 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 余 项 


FW) 8 
R(x)=f(zx)— Hs(z) 和 (元 一 元 一 元 0 Vz ELeovai] 


(2.18) 


2.3.2 2n 十 1 次 埃 尔 米 将 插值 多 项 式 


下 面 ,我 们 讨论 十 1 个 节点 的 情形 ,已 知 函数 y= 二 f(x) 在 nn 十 1 个 点 zo,z1,…,X,。 上 的 


| 


"Xn 


函数 值 yo ,y1，,…，,y， 及 一 阶 导数 值 wo ,m1 ,… ,mm 构造 一 个 22 十 1 次 多 项 式 昌 a,1 (zx) 满足 条 
件 (2.16). 
我 们 采用 基 函 数 的 方法 ， 先 求 插值 基 函 数 aj (rt) 及 PB; (zr)(j 二 0, 1,…,n) 共有 2n 十 2 个 ， 
每 一 个 基 函 数 都 是 2n 十 1 次 多 项 式 , 且 满 足 条 件 
Qj (Xk) =, a (zt) =0 
， j,k=0,1,.…,n (2.19) 
ey =0, Bj;(zx) 一 0 


其 中 


» jk=0,1,",n 


于 是 满足 条 件 (2.19) 的 插值 多 项 式 瓦 w+a(Cz) 可 写成 用 插值 基 枉 数 表示 的 形式 : 


Hin (x) = Dyjay (x) + mB (x) (C2203 
j=0 


下 面 求 插值 基 函 数 w (z) 及 Bi(Cz)G 一 0, 1,…,n). 
为 此 , 利用 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 Lj (x). 令 
aj(z)=(ar + (x) 
其 中 1 (x) 见 (2.9). 由 条 件 (2.19), 有 
aj (zi) =(ar; + (zr)) 
a (x;) =L; Cri)Lalj (zi) 十 2(azij +o) (zx;)]=0 
azi 十 0 一 ] 


整理 得 到 ， 
a 二 2l(z))=0 


解 出 a = 一 2L (zj), b=1 十 2xjl’ (xj). 


由 于 


Cr — Tos — ZPD C—O LO 


L(x) 


LE 


利用 两 端 取 对 数 再 求 导 , 得 


To — TA 一 下 CC 一 二 Ha 一 六 


Zs 


k=0 Ti Th 


k¥j 
于 是 
< 1 
aj (x) -| 2(z zx) Ee (ly 
二 
同 理 , 可 得 
pi(z) 一 (zz 一 Zi)03Cz) (2.22) 


将 式 (2.21) 和 式 (2.22) 代入 式 (2.20) , 便 得 到 2n 十 1 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 


1 >» Ee [B+ Dm (未 255 
j=0 k=0 Zi Tk j=0 
天 天 了 


[0 
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2.3.3 ”误差 估计 
定理 2.3 车 jz) 在 (ca,2) 内 的 22 十 2 阶 导数 存在 , 则 22 十 1 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 插 


(2n+2) ( | 
值 余 项 R(x)=f(z) — Hn (x) 人 win(x), 其 中 e, € (a, 5) 目 与 x 有 关 ， 


wan (T=(T— T0007T — I ~— Zz). 
(具体 证 明 仿 照 拉 格 朗 日 余 项 的 证 明 方法 , 请 读者 自行 完成 ) 
【 例 2-5】 求 二 次 多 项 式 P:(z) 满足 Ps(zo)= 二 yo，Ps(z1) = 二 y1， Ps (xo) 二 y4. 其 中 zo， 
Zz1; yos y1s y4 为 已 知 常数 . 
解 ” 设 Ps(z)==lo(z)yo 十 1(x)yi 十 Lo(x)yo， 根据 已 知 条 件 有 


lo(xo) =1 ,DCzo) 一 0 /Lo(zo) 一 0 
lz1) =05 |x1) =1; ILolz1) =0 
LoCio)=0" (107=0 Lolzo)=1 


于 是 基 见 数 1o(zx) 一 定 含 有 因子 (x 一 x1), 基 丽 数 11(x) 一 定 含有 因子 (x 一 xo)*，, 基 函数 
Lo(z) 一 定 合 有 因子 (zx 一 Zz0)(z 一 Zz1)， 
设 10(z)= 二 (zx 一 zx1)(az 十 6), 则 有 


lo(Czo) 一 (zo 一 Zi)(azo 十 0) 王 1 
es, 十 02) 十 a(Czo 一 Zi) 一 0 


解 得 
a 1 2zo Tl 
(zo — zx1)*" (zo0— zi) 
则 有 
(TC—ZX1)(z++zi— 27x0) 
lolz) = 
类 似 地 ,可 求 出 
(=o (EE) (iO— si) 
(zx) ,Lolz)—- 
ker = | 


【 例 2-6】 已 知 f(z)= 二 Vz 及 其 一 阶 导数 的 数据 见 表 2.6, 用 埃 尔 米 特 插值 公式 计算 V125 
的 近似 值 , 并 估计 其 截断 误差 . 


表 2.6 f(x) = Vx 及 其 一 阶 导数 


工 121 144 


flz) 11 12 
f(r) 1/22 1/24 


_ rz—121 fx 一 144 工 一 144 (zx 一 121 
Hs =nx (+2 让 (的 ] +12x(1+2 击 一 千 ]( 击 二 车) 下 


a 


计算 方法 及 其 应 用 二” 


EL 一 121 工 一 144 “二 工交 工 一 144 二 网 
22 144 一 121) 八 121 一 144 24 121 一 144/ 八 144 一 121 


V125 2 Hs(125) 一 11.180 35 ， 


15 
由 Fo(z) 一 一 1 训 殉 可 得 
王 1 15 19? 
一 二 X 一 -X4X19 委 之 X 一 3 0.000 012 
IR,(125) | -5381 x 16 BE” ~ S384*121 x 2 


2.3.4 上 机 程序 


这 里 ,x,y 分 别 代表 插值 节点 及 其 函数 值 ,dy 代表 在 相应 节点 x 处 的 导数 值 ,输出 函数 在 插 
值 点 xx 处 的 近似 值 yy( 与 xx 同 长 度数 组 ), 应 用 该 函数 文件 时 , 输入 x, y, dy 后 , 运行 


hermite2(x，y，dy，xx) ,就 得 到 插值 多 项 式 在 xx 处 的 近似 值 yy. 
例如 ,对 于 【 例 2-6】, 输 入 下 列 命令 : 
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输出 结果 : 
yy =11.1803 


2.3.5 ”算法 评价 


埃 尔 米 特 插值 多 项 式 适 用 于 插值 条 件 不 仅 含 有 对 节点 处 的 函数 的 约束 ,而 且 还 增加 在 节点 
处 对 导数 的 限制 情形 . 埃 尔 米 特 插值 具有 较 高 的 精度 . 


$2.4 分 段 插值 


2.4.1 万 格 现象 


上 面 我 们 根据 区 间 [a , 5] 上 给 出 的 节点 , 构造 了 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L, (x), 并 给 出 了 


拉 格 妆 日 插值 多 项 式 的 余 项 R, Cx) 一 志和 ws (z)， 从 余 项 Rs(z) 的 表达 式 来 看 ,似乎 多 


项 式 次 数 越 高 , 近似 效果 越 好 , 但 实际 上 并 非 如 此 . 我 们 先 看 一 个 例子 . 


【 例 2.7】 给 定 函数 (zx) = 在 区 间 [ 一 5, 5] 上 取 等 距 插值 节点 


Xi 二 一 5 十 10。 二 ， i=0,1,2,.° ,nn 
分 别 构造 5 次 和 10 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 如 图 2.3 所 示 . 


Pio(x) 


2 

1 
下 
11 
1 1 
il 
1 1 
1 1 
| 
1 1 
让 
| 
| 
1 1 
1 
1 1 
上 
bt 齐 
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2.3 ” 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 几何 图 


由 图 2.3 可 以 看 出 , 随 着 节点 的 增加 , 采用 高 次 多 项 式 插值 , 可 以 在 某 些 区 域 较 好 的 逼近 
原来 的 函数 (如 在 [一 2, 2] 区 间 ) ;但 在 高 次 多 项 式 的 两 端 出 现 了 激烈 震荡 的 现象 , 这 就 是 所 
谓 的 龙 格 (Runge) 现象 . 龙 格 现象 表明 高 次 多 项 式 插 值 的 效果 并 不 一 定 优 于 低 次 多 项 式 的 


| 


"a 


插值 效果 . 

龙 格 现象 产生 的 原因 : 在 插值 的 过 程 中 , 误差 由 截断 误差 和 舍 入 误差 组 成 , R, (zx) 为 截 
断 误差 . 还 有 一 部 分 误差 由 节点 y; 和 计算 过 程 中 的 舍 入 误差 , 这 种 误差 在 插值 计算 过 程 中 可 能 
被 扩散 或 放大 , 这 就 是 插值 的 稳定 性 问题 . 高 次 多 项 式 的 稳定 性 就 比较 差 . 这 也 从 另外 一 个 角 
度 说 明了 高 次 插值 多 项 式 的 缺陷 . 


2.4.2 ”分 段 线性 插值 及 误差 估计 


在 划分 的 小 区 间 中 分 别 用 次 数 较 低 的 多 项 式 逼 近 被 插 函 数 ， 称 为 分 段 多 项 式 插值 . 分 段 
插值 可 以 适当 减少 插值 误差 , 但 是 它 要 么 不 能 保证 在 分 割 点 的 光滑 性 , 要 么 需要 给 出 分 割 点 的 
导数 值 甚至 高 阶 导数 值 . 

本 节 介 绍 最 简单 的 分 段 多 项 式 插值 一 一 分 段 线 性 插值 . 

定义 2.3 已 知 

yi=f(r)(i=0,1, ,nn),a=ro I < =b 
求 一 个 分 段 函 数 P(z), 使 其 满足 : 
(1) P(x;)=yi, i=0, 1, ,nn; 
(2) 在 每 个 子 区 间 [zx;,， xin] 上 是 线性 函数 . 
称 满足 上 述 条 件 的 函数 P(z ) 为 分 段 线性 插值 函数 . 
分 段 线性 插值 的 几何 意义 就 是 通过 插值 点 用 折线 段 PCz) 连接 起 来 表 近 f(x), 如 图 2.4 所 示 . 


Ed 


yh) 


2.4 ”分 线段 性 插值 函数 


由 定义 2.3 可 知 , P(x) 在 每 个 小 区 间 [x;, zxin] 上 可 以 表示 为 


Px} 2 i 四 Yas Ti 入 工 和 2 十 1 一 0,1,… 和 光一 1 


Ti Titl il Ti 


由 线性 插值 的 误差 即 得 分 段 线 性 插值 P(x) 在 区 间 [x; ,xin ] 上 的 余 项 估计 式 为 
f° (8) 
21 《全 


[f(z)—P(z)| 


El Em | 
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h? mw 
过 二 max |f’(z)| 


8 zi<r<ritl 


令 h= maxhi, M:— max | 产 (z) | , 则 分 段 线性 插值 PCz) 在 区 间 [a , 5] 上 的 余 项 估计 式 是 


M 
max If -PS 


a<r<b 


从 截断 误差 估计 式 中 可 以 看 出 , 当 区 间 分 割 加 密 , h 一 0 时 , 分 段 线性 插值 PCz) 收敛 于 f(z). 
对 【 例 2-7】 采用 分 段 线 性 插值 ,近似 效果 如 图 2.5 所 示 . 


Dt er 


0.5 


-0.5 


-1 -0.8 -0.6 i -0.2 各 0.2 衣 0.6 0.8 1 
图 2.5 函数 近似 效果 图 
显然 ,分 段 线性 插值 函数 PCz) 比 PCz) 和 Pio(Cz) 都 能 更 好 地 允 近 原 函 数 f(x). 


【 例 2-8】 函数 f(z)= 2 , 求 其 在 [0, 5] 上 的 分 段 线性 插值 多 项 式 ,插值 节点 取 为 0， 


1 十 z2 
1,2,3,4,5. 

解 在 [0,1] 上 ， 

= 二 :一生 -Wr 
S(z) 0 二 17(0) 1 二 07(GD) 1 Z 十 了 2 +1 
在 [1,2] 上 ， 

i ed 1 1 3 4 
S(z) 1 一 27G) 2 一 T7(2) ZT 2) 5 1) 10* + 5 
在 [2,3] 上 ， 

寅 三江 | a | 1 2 
S(zr) 2 一 37(2) 十 3 一 7273) 5 3) 十 10(z 2) 10* +5 
在 [3,4] 上 ， 

全 一 专 于 一 写 nl 时 19 
SCz) ey en Ad 104z 4) 十 17(z 3) 170* + 85 
在 [4,5] 上 ， 
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9 31 
142 十 221 


二 一 和 证 一 业 
SGCz) 4 一 5 (人 十 5 一 47(5) 


将 这 些 分 段 线性 函数 拼接 在 一 起 ,得 : 


1 
(x 5) 十 站 (zz 4) 


S(z) 一 一 到 十 1 zx € [0,1], 


SG) 一 一 1 二 ， 二 € [12s 


1 2 
SGz) 一 一 10z 十 5， ZE[2,，3]， 


二 


SGz) 一 一 17 


十 下， zx € [3, 4], 


9 31 
SCGz) 一 一 和 2 十 221， 天生 [59 小 


2.4.3 上 机 程序 


2.4.4 算法 评价 


分 段 线性 插值 算法 简单 , 只 要 区 间 充 分 小 , 就 能 保证 它 的 误差 要 求 . 它 的 显著 优点 是 它 的 
局 部 性 质 , 如 果 修 改 了 某 节 点 的 值 , 仅 在 相 邻 的 两 个 区 间 端 点 受到 影响 . 但 是 , 分 段 线 性 插值 
函数 在 搬 值 节点 处 不 光滑 . 


$2.5 样 条 插值 


分 段 低 次 多 项 式 和 逼 近 有 很 多 优点 , 但 整体 光滑 性 较 差 . 在 实际 应 用 中 , 往往 对 逼近 函数 有 
整体 的 光滑 性 要 求 , 例如 , 在 制造 船体 和 汽车 外 形 等 工艺 中 , 基本 要 求 是 外 形 曲线 应 该 具有 连 


Ea 
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续 的 曲率 , 即 要 求 逼 近 函 数 具 有 连续 的 二 阶 导数 . 不 使 用 整体 高 次 多 项 式 作 为 交 近 函数 , 又 要 
满足 一 定 的 整体 光滑 性 要 求 , 问题 如 何 解决 ?使 用 样 条 函数 . 
早期 工程 师 制图 时 , 把 富有 弹性 的 细 长 木 条 (所 谓 样 条 ) 用 压 铁 固定 在 样 点 上 , 在 其 他 地 
方 让 它 自由 弯曲 , 然后 沿 木 条 画 下 曲线 . 这 曲线 表示 一 条 插值 曲线 , 我 们 称 之 为 样 条 函数 . 从 
数学 上 看 , 这 一 条 近似 于 分 段 的 三 次 多 项 式 , 在 节点 处 具有 一 阶 和 二 阶 连续 微 商 . 样 条 函数 的 
主要 优点 为 光滑 程度 较 高 , 保证 了 插值 函数 二 阶 导 数 的 连续 性 . 下 面 , 我 们 讨论 最 常用 的 三 次 
样 条 函数 . 
定义 2.4 设 已 知 zo 二 zi 三 过 xz, 及 yi 二 f(z;)(i 一 0, 1,…,n), 称 插值 函数 S(zx) 
为 三 次 样 条 插值 函数 , 如 果 S(zx) 满足 下 列 条 件 : 
(1) S(zi) =yi(i =0, 1, ,nn)s (2.24) 
(2) 在 每 个 小 区 间 [zx;, za](i 一 0,1, …, 7 一 1) 上 是 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 ，; 
(3) 在 每 个 内 节点 zx;(i = 二 1, 2, …, 7 一 1) 上 具有 二 阶 连续 导数 ， 即 
Sr 一 0) 王 SCzi 十 0) 
S“(zri 一 0) 一 S (zi 十 0), i=1,2,.…,n—1 (2.25) 
S"(zi 一 0) 一 S"(zi 十 0) 
下 面 我 们 来 分 析 满 足 上 述 定义 的 三 次 样 条 函数 的 存在 性 . S(z) 在 每 个 小 区 间 [Lzi，zit] 
上 是 一 个 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 , 因此 需 确 定 4 个 待定 常数 , 一 共有 个 小 区 间 , 故 应 确定 47 
个 系数 , 再 由 SCz) 在 ?一 1 个 内 节点 上 具有 二 阶 连续 导数 , 即 满 足 条 件 (2.25), 又 得 到 3n 一 3 
个 连续 条 件 , 再 加 上 S (zx) 满足 的 插值 条 件 十 1 个 , 共计 4n 一 2 个 , 因此 还 需要 2 个 条 件 才 
能 确定 SCz), 通常 补充 2 个 边界 条 件 . 常见 的 边界 条 件 有 以 下 三 种 : 
(1) 已 知 两 端点 的 一 阶 导 数值 即 
SCzo) 一 mo，S' (zx,) =m, 
(2) 已 知 两 端点 的 二 阶 导 数值 ， 即 
S’(zo) =M,, S’(z,)=M, 
(3) 当 f(z) 是 以 zx, 一 xo 为 周期 的 周期 函数 时 , 则 要 求 SCz ) 也 是 周期 函数 . 这 时 边界 条 
件 应 满足 SCze 十 0) = 二 SC(zx, 一 0), S'(zo 十 0)= 二 S'(x, 一 0), S”(xo 十 0) 一 SCz 一 0), 而 此 
时 (2.24) 中 yo 一 y*. 这 样 确定 的 样 条 插值 函数 SCz), 称 为 周期 样 条 插值 函数 . 


2.5.1 三 次 样 条 插值 的 1M 关系 式 (三 畜 纸 方 程 ) 


三 次 样 条 插值 函数 S(x) 可 以 有 多 种 表示 方法 . 设 S"(zx;) 二 Mi(i 二 0, 1,…, n), 本 节 我 
们 利用 节点 处 的 二 阶 导数 M, 为 参数 , 通过 确定 M; 来 求 S(z). 由 于 Mi; 在 力学 上 解释 为 细 梁 在 
zi; 处 的 弯 矩 ， 并 且 得 到 的 弯 矩 与 相 邻 两 个 弯 矩 有 关 , 故 称 三 弯 矩 方程 . 
由 于 S(z) 在 每 个 小 区 间 [zx;, zx] 上 是 三 次 多 项 式 , 所 以 S"(z) 在 每 个 小 区 间 上 的 函数 
为 线性 函数 , 设 其 表达 式 为 
237| 


"Xn 


SCz) 一 Mi 


二 (2.26) 
FE 


Ti Titl 计 1 


此 即 线性 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 若 记 
hin =Zxin— xi zi 一 0，1，2，…，7 一 1 


则 式 (2.26) 还 可 以 改写 成 


S“(z) 一 M， i 十 Min = ZE Lzy rns i=0, 1; 2 n=1 
hin hi 
对 S”(z) 积分 一 次 , 得 S'(z) 子 区 间 [xi, zin](i 二 0, 1, 2,…,n 一 1) 上 为 
(zm 一 元)3 《元 一 元 1)2 
S (zh) M; Dh 十 Mi Dh 十 A， (2.27) 


其 中 A; 为 积分 常数 . 将 式 (2.27) 两 端 再 积分 一 次 , 则 SCz ) 限制 在 子 区 间 [x;, zi ](i 二 0, 1， 
2 -yn 一 1) 上 即 为 
(zm — 7): (z 一 Zi)3 
SCzr) 王 Mi Gh 二 Min Gh +Ailz C=—z))+B; (2.28) 


利用 S(zx;) = 一 和 S(zin) 二 yin 定 出 积分 常数 得 


h2 
B;=y;—M;— (2.29) 
6 
Im 一 Ji hin 
A re 6 Mm — Mi) (2.30) 
下 面 求 (2.27) 中 参数 {Mi;} ?-。, 由 (2.24) 和 (2.27), 则 有 
Fi Yi h hs 
SCzi 一 0) tM te Me 
Ji+l 一 了 yi hin hir 
SCzi 十 0) he 3 Mi— 6 Mm 
由 此 , 得 到 关于 {Mi;} ?-。 的 方程 组 , 即 
hi | hi 十 As hin Ji+Hl 一 Ji 2 一 Ji-l . 2 
6 Me 了 Mi 十 -Ma Be Ril nl (2.31) 
由 前 面 的 三 类 边界 条 件 中 的 任何 一 类 条 件 , 均 可 以 给 出 两 个 条 件 . 以 最 简单 的 第 二 类 边界 条 件 
为 例 , 若 有 


SCzo) 一 Mo 一 0, S"(z,)=M,=0 
记 (Mi, Ms,，… ,M1)" 一 x， 它 满足 


Ax =b (2.32) 
其 中 


图 
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(2.33) 
ha 


6 
hi 十 hh 
3 


Yi Yi 


Biths he 
3 6 
hs hsths 
6 3 
A= 
hi 
6 
CT 
hir 


si 二 1], 2, '…,n—l 


可 以 看 出 ,方程 组 (2.32) 和 (2.33) 系数 矩阵 都 是 严格 对 角 占 优 的 ,因此 解 存在 唯一 . 


【 例 2-9】 
并 计算 f(1.25); 


给 出 离散 数值 表 2.7, 取 Mu = M, 二 0, 构造 三 次 样 条 插值 函数 的 三 弯 矩 方程 ， 


表 2.7 离散 数值 表 
zi | ji 1.4 1.5 
yi 0.4 0.8 1.65 Lg 


解 ”由 Mu=M,=0 的 边界 条 件 ,利用 方程 组 (2.32) 和 (2.33) 


解 得 M ==13.125, M, = 一 31.875. 
因此 , 三 次 样 条 插值 的 分 段 表 达 式 为 


21,8752* 一 72.187 522 十 83.187 5 均一 32.8755 2 € Fl.ls I 


S(z)=1—37.5z’ 二 141.562 5z? 一 173.75z +59.725, x € [1.2, 1.4] 


53.12522 一 239.062522 二 358:062 5 — 179.05;5. 7:E [ld 5d 


特别 地 , f (1.25)  S(1.25) 一 1.043 6. 


2.5.2 


三 次 样 条 函数 的 m 关系 式 ( 三 转角 方程 ) 


下 面 构 造 一 阶 导 数 S'(zx;) = 二 mi (i = 二 0,1,…,n) 表示 的 三 次 样 条 函数 ,m; 在 力学 上 解释 为 
细 梁 在 x; 截面 处 的 转角 ,并 且 得 到 的 转角 与 相 邻 两 个 转角 有 关 , 故 称 用 m; 表示 SCz) 的 算法 为 
三 转角 算法 . 用 分 段 埃 尔 米 特 插 值 , 得 到 SCz) 在 [zx; 1, zi] 上 SCz) 的 表达 式 为 


(oe— a) ls — 
S(x) +? 7 | 后 : 


证 一刻 于 


可 以 计算 其 二 阶 导 数 为 


i 


2 Pe 
二 | PR 一 一 


(=| 
hi | hi ] s+ 


把 ll 4 6 2 
Ss (x) | 站 BR DD |e FE 


AS 


计算 方法 及 其 应 用 
6 12 6 12 
一 C5 二 a 一 元 汪 
[起 Bn ]: st )]， 
所 以 
Wy 6 6 2 4 
S (zi=0) 7 ha” 和 Mi1 二 下 2 
6 6 4 2 
S'(zi;F0) ha 十 天 ?oa Pi Bt 


由 SCz) 二 阶 连续 可 微 , 即 
S (zi 一 0) 一 S"(zi 十 0) 


得 到 
Lim 2mit+Aimin 一 giy 1 一 1，2，…，7 一 1 
其 中 
4 人 人 
gi=3Cpif Lr, zi taf Lr, rin)) 
考虑 下 面 两 种 边界 条 件 : 
GD) (zo) 二 mo， f(x,) 二 m,， 则 方程 组 化 为 
2 A mi g1— Himo 
pz 2 iA; m2 gz 
Ln-2 2 As | | mes Bn-2 


Ln-1 2 Wl Baul — An-imn 
(2) S"(z0) =S"(zr,)=0, 
由 S*(zxo) = 二 0 得, 2mo 十 m1 = 二 3f[xo, zi]; 


由 SS"(z,) 一 0 得 , mi 十 2m, = 二 3f [x Xx, 
于 是 有 
2mo 十 mi = 二 3f[Lzxo, Xx1j] 会 go 
Vimii 2mi+Aimin =gis i=l1,2,.…,n—1 
mi 二 2m, =3f[Lzrei, Xr Eg, 
矩阵 形式 为 
2 1 mo go 
Ap 2 Ai mi 81 
pai 2 Msi || mai Be-i 
1 2 Tn Bn 


[ao_ 
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2.5.3 样 条 插值 函数 误差 估计 式 


设 f(x) 在 [a, 5] 上 有 直到 四 阶 的 连续 导数 , 则 三 弯 矩 和 三 转角 样 条 捕 值 函数 以 及 导数 
的 误差 有 如 下 估计 式 


max |f (2) —S(z) |< worn max |f (zx)| 


a<r<b 


max |f’'(r)—S’ (2) |< a max |f® (x)| 


a<r<b 


max|f/” (0) — S|< Bh max |/® (x)| 


a<r<b 


(h= max {hi}) 


0<i<n— 


$2.6 ”曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 


在 实际 应 用 中 , 经 常 遇 到 下 列 数据 处 理 问题 : 已 知 函 数 了 (x) 在 m 个 点 上 的 数据 表 , 寻求 

其 近似 函数 . 若 数 据 准 确 ,m 较 小 , 可 构造 多 项 式 插值 函数 g(x) 允 近 客观 存在 的 函数 y = 

f(z)，, 让 g(x) 经 过 所 有 数据 点 . 若 数据 存在 误差 , m 较 大 , 则 不 要 求 g(x) 经 过 所 有 的 数据 点 

(zi，yi)， 只 要 求 在 给 定点 z; 上 误差 6; 二 g(xzi) 一 yi(i 二 1,…，,m) 按 某 种 标准 最 小 . 通常 用 
欧式 范 数 | 8 | ， 作为 误差 度量 的 标准 ,这 里 9 二 (6;,… ,6.)". 


2.6.1 最 小 二 乘法 


关于 最 小 二 乘法 的 一 般 提 法 是 : 对 给 定 的 一 组 数据 {(x;, y;)} ”1， 要 求 在 函数 类 p = 
{po， 1，… ,pn} 中 找 一 个 函数 y = 下" (zx), 使 误差 平方 和 


I= = PF CD 一 了 = min PIF) — yy (2.34) 
这 里 , F(x) 一 aopo(Cz) 十 aipl(Cz) 十 azpa(Z) 十 … 十 anps(Cz)GOa < m). 
这 就 是 一 般 的 最 小 二 乘 逼 近 , 用 几何 语言 说 , 就 称 为 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 . 
为 了 使 得 误差 平方 和 | 8 || ; 取得 最 小 , 我 们 设 


QGCaoyai，az，…，an) = [yi— (aogo (Tz) Tarpi(z) + ag (rz) 二 二 Tap (T)) 
i=1 


(2.35) 
它 是 关于 待定 系数 so, ai,，…，, a。 的 多 元 函数 . 要 使 得 Q(ao ,al, as，…, a,) 取 最 小 值 , 则 


要 求 
41| 


"a 


经 过 简单 计算 , 式 (2.36) 等 价 于 


9 
,ol er (2.36) 
ai 


> yyipeCzi) =al > ote oot) Eas Dpilri) plri) 十 … 十 
i=1 i=1 i=1 


Qn ce k=0,1, 2, -…,n 
i=1 
它 是 关于 (ao ,al,…, a,)" 二 a ER 的 线性 方程 组 , 将 它 写 成 矩阵 形式 


Aa=b (2.37) 
则 其 中 
Se pt 人 
i=1 i=1 
(zi)po(Czi) 1(Ti) 9 (Xi) 
A= 2 2 2 EE (2.38) 
poCzi)poCzi) 0 Dp ri) pri) 
b= (Dyipor), Dyipalr), ne, Dyip zi)) (2.39) 
我 们 称 式 (2.37) 一 (2.39) 为 法 方程 组 . 
2.6.2 多项式 拟 合 
最 常见 的 拟 合 函 数 类 是 多 项 式 , 其 基 函 数 一 般 取笑 函数 
golT)=1, p17z)=7x, ,pa(T)=7x" 
这 时 , 法 方程 组 为 
m 3 D3 Sy 
> 2 a > ti | |Q1 > Ti 
| C2.40) 
了 可 Qn 四 
zr Dy A » i Dyiz 


i=1 i=1 


【 例 2-10】 用 二 次 多 项 式 函数 拟 合 表 2.8 中 的 数据 . 
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表 2.8 二 次 多 项 式 函 数 拟 合 数据 表 


解 ”m ==7. 经 计算 有 


7 时 全 
Dr=0 0 二 6 
1 一 1 i=1 1 


7 7 入 

Dyi=1, Driy;=—39, Dr?y;=—7 
i i=1 dee 
代入 法 方程 组 (2.40) 中 得 
Tao 二 0。 ai 十 28as 二 1 
0。*ao 十 28a1 十 0。as = 二 一 39 


28ao 十 0。al 十 196as = 二 一 7 
解 得 a。 = 二 0 .666 67, al 一 一 1.392 86, az 一 一 0.130 95, 所 以 
p(x)=0.666 67 一 1.392 86x —0 .130 95x? 


拟 合 曲 线 的 均 方 误差 
字 7 
6= D6 = DP) pi) — yi)’ 一 3.095 24. 


拟 合 曲线 的 图 形 如 图 2.6 所 示 . 


6 T r T r r T 


2.6 ” 拟 合 曲 线 的 图 形 


2.6.3 ” 非 线性 拟 合 
已 知 函数 f(x) 在 若干 个 点 上 的 数据 表 . 确定 参数 a 和 0, 利用 经 验 函 数 y 二 ae” 拟 合 


43| 
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表 2.9 的 数据 : 
表 2.9 ”经 验 函 数 拟 合 数 据 表 
yi wn B43 Eri Dm 


分 析 : 非 线 性 拟 合 问题 转化 为 线性 拟 合 问题 . 线性 化 处 理 
y=ae”Slny=lna+tbr 

令 了 =lny,A=Ilna, 则 y=A 十 bx. 我 们 可 以 得 到 zx; 和 yi 的 关系 , 见 表 2.10. 
表 2.10 ”线性 化 处 理 关系 表 


Ti Il Tz A Tm 


4 


ln y ln y» bi ln yn 


由 线性 拟 合 方法 可 得 到 A 和 4b， 从 而 得 到 a = 一 es 和 2 . 
【 例 2-11】 求 一 个 经 验 公 式 形 如 y = ae” 的 公式 ,使 它 能 够 和 下 列 数 据 ( 见 表 2.11) 相 拟 合 . 


表 2.11 数据 表 
EF 1 2 3 4 5 6 ‘ 8 
yi 15;3 20.5 27.4 36.6 49.1 65.6 87.8 117.6 


解 ”线性 化 .对 经 验 公式 取 自然 对 数 
lny 王 Inw 十 bz ( 令 Z=1lny,A=lIna,B=6, 则 Z=A 十 Bzx) 
可 以 得 到 Iny 的 值 ,具体 数据 如 表 2.12 所 示 . 


表 2.12 ”数据 表 
zi 2 3 4 5 6 7 8 
ln yi Ef 3.02 3.31 3.60 3.89 4.18 4.47 4.76 


i 到 a | 
一 == 
ey 六 36 204 八 B 63.9003 


(2 )a+t( rt)0= Driy 
解 方程 组 得 到 
A 一 2.4369 
=> 
G 一 0.2912 


>y 一 et »。 er 一 11.4375e02912 


拟 合 曲线 的 均 方 误差 为 : 


EE 
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8 
D6 = >) (y(ri) 一 yiD)2 =0.0262401. 
拟 合 曲线 的 图 形 如 图 2.7 所 示 . 


2 4 6 8 


图 2.7 拟 合 曲线 的 图 形 


类 似 的 问题 可 以 在 其 他 类 型 中 的 曲线 拟 合 中 出 现 . 其 基本 思想 都 是 通过 变量 替换 将 非 线 
性 问题 转化 为 线性 拟 合 问 题 , 例如: 


(1) 双 曲 拟 合 
二 这 
= 一 一 = 一 “十 
号 a 十 bz 0 
(2) 对 数 拟 合 
w=lnz 
y=a+t+blnz = y=a++bhu 


(3) 寡 函 数 拟 合 


yy 一 az 一 Iny=pinz 十 na = z=bu+v 


$2.7 数值 实验 


2.7.1 实验 目的 

学 会 MATLAB 软件 中 曲线 拟 合 与 插值 运算 的 方法 . 
2.7.2 ”实验 内 容 与 要 求 

1. 一 维 插值 函数 


YY= interpl (x,y, xx, 'method') 


计算 方 活 及 其 应 用 二 


method 表示 插值 方法 , 其 中 : 

'nearest' 最 邻近 插值 ; 

'linear' 线性 插值 ; 

'spline' 三 次 样 条 插值 ; 

"cubiecy 立方 插值 ; 

缺 省 时 分 段 线 性 插值 . 

注意 : 所 有 的 插值 方法 都 要 求 x 是 单调 的 , 并 且 xx 不 能 够 超过 x 的 范围 . 

【 例 2-12】 从 1 点 到 12 点 的 11 小 时 内 , 每 隔 1 小 时 测量 一 次 温度 , 测 得 的 温度 的 数值 依 
次 为 : 5,，8, 9, 15, 25, 29, 31,，30,， 22，25，27，24. 试 估计 每 隔 1/10 小 时 的 温度 值 . 

程序 如 下 : 


我 们 得 到 如 图 2.8、 图 2.9、 图 2.10 和 图 2.11 所 示 的 图 形 . 

观察 曲线 , 最 近 点 插值 法 得 到 的 插值 曲线 是 粗 烽 的 台阶 形 , 线性 插值 方法 比 最 近 点 插值 
法 要 平滑 许多 , 三 次 多 项 式 插值 和 三 次 样 条 插值 方法 的 插值 曲线 比 前 两 个 要 平滑 , 而 且 后 两 者 
曲线 质量 相近 . 原理 上 , 三 次 样 条 插值 要 比 三 次 多 项 式 插值 好 些 , 但 是 当 数 据 较 少时 , 这 个 优 
越 性 是 体现 不 出 来 的 . 


Ee 


Degrees Celisius 
Degrees Celisius 


Hour Hour 
图 2.8 ”最 临近 点 插值 曲线 图 2.9 ”线性 插值 曲线 

35 35 

30 30 
25 3 25| 
加 2 
三 
© 20 E 20 上 | 
bs 各 15| 

10 10 


0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 
Hour Hour 
图 2.10 三 次 多 项 式 插值 曲线 图 2.11 三 次 样 条 插值 曲线 
2. 拟 合 


作 多 项 式 f(z) =aiz" 十 azz™ i! 十 … 十 amn 拟 合 , 可 利用 MATLAB 中 命令 ， 
ESG 
这 里 , m 表示 拟 合 多 项 式 的 次 数 . 

例如 2.6 节 中 的 [ 例 2-10】, 输入 下 列 命令 : 


计算 结果 : 
A= -0.13095 -1.39286 -0.666607 


7| 


4 


区 


2.7.3 实验 题目 


预报 人 口 的 增长 

人 口 的 增长 是 当前 世界 上 引起 普遍 关注 的 问题 .我 们 会 发 现在 不 同 的 刊物 预报 同一 时 间 
的 人 口 数字 不 相同 , 这 显然 是 由 于 用 了 不 同 的 人 口 模型 计算 的 结果 . 

我 国 是 世界 第 一 人 口 大 国 , 基本 上 地 球 每 九 个 人 中 就 有 一 个 中 国人 . 有 效 地 控制 我 国人 
口 的 增长 是 使 我 国 全 国 建成 小 康 社会 ,到 21 世纪 中 叶 建 成 富强 、 民 主 、 文 明 的 社会 主义 现代 化 
国家 的 需要 . 而 有 效 控制 人 口 增长 的 前 提 是 要 认识 人 口 数量 的 变化 规律 , 建立 人 口 模型 ,作出 
较 准 确 的 预报 . 

例如 : 1949 年 一 1994 年 我 国人 口 数据 资料 见 表 2.13. 


表 2.13 1949 年 一 1994 年 我 国人 口 数据 


年 份 1949 1954 1959 1964 1969 1974 1979 1984 1989 1994 
和 人口 数 ( 亿 ) 5.4 6.0 6.7 7.0 8.1 9.1 9.8 10.3 11.3 11.8 


建 模 分 析 我 国人 口 增长 的 规律 ,预报 2025 年 我 国人 口 数 . 
习 题 


V2 V3 


1 已 知 sin z 在 30，45"，60" 的 值 分 别 为 亡 , 室 ， 窟 ， 分 别 用 一 次 插值 和 二 次 插值 求 


sin 50" 的 近似 值 , 并 估计 截断 误差 . 
2. 设 f(z) EC[a,5] 且 f(a)=f(6) =0, 求证 


max |f(z)|< + (b—a)’ max |fF’ (zx)| 
a<r<b 8 a<r<b 


3. 给 出 概率 积分 /(z) 一 -二 | ”edr 的 数据 见 表 2.14. 
MT 0 


表 2.14 数据 表 
工 0.46 0.47 0.48 0.49 
f(r) 0.4846 0.4937 0.5027 0.511 6 


用 二 次 插值 计算 : 
(1) 当 工 = 二 0.472 时 , 积分 值 等 于 多 少 ? 
(2) 当 z 为 何 值 时 , 积分 值 为 0.5? 
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4. 证 明 差 商 的 性 质 f[zo, x1 za …， zi 一 将 DD , 式 由 win (x) 一 (x 一 zo) 


7 
i=0 Witi(Ti) 


《二 一 天 1 一 全 7 


5. 给 定 f(x) 一 Inz 的 数据 见 表 2.15. 


表 2.15 ”数据 表 
二 2.20 2.40 2.60 2.80 3.00 
fri) 0.788 46 0.875 47 0.955 51 1.029 62 1.098 61 


(1) 构造 差 商 表 . 

(2) 用 二 次 牛顿 差 商 插值 多 项 式 , 近似 计算 4(2.65) 的 值 . 

(3) 写 出 四 次 牛顿 差 商 插值 多 项 式 N, (zx). 

6. 在 一 4 三 z+ 三 4 上 给 出 f(x)=e” 的 等 距 节点 函数 表 , 若 用 二 次 插值 求 er 的 近似 值 , 要 
是 截断 误差 不 超过 10“，, 问 使 用 函数 表 的 步 长 h 应 取 多 少 ? 

7. 求 一 个 次 数 不 高 于 4 次 的 多 项 式 PCz), 使 它 满足 

PO =P0N=0 POy=PADD=1 P=t 

8. 求 f(x) 二 x? 在 [a, 5] 上 的 分 段 线 性 插值 函数 P(x), 并 估计 其 误差 . 

9. 求 f(x) 二 x' 在 [a, 5] 上 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 卫 数 , 并 估计 其 误差 . 

10. 给 定数 据 见 表 2.16. 


表 2.16 ”数据 表 
i 0.25 0.30 0.39 0.45 0.53 
yi 0.5000 0.5477 0.6245 0.6708 0.728 0 


试 求 三 次 样 条 插值 函数 SCz), 并 满足 条 件 S“(0.25) 一 1.000 0, S’(0.53) 一 0.686 8. 
11. 给 出 数据 如 表 2.17 所 示 ,分 别 用 一 次 、 二 次 多 项 式 函 数 拟 合 这 些 数 据 ,并 给 出 最 佳 平 方 


表 2.17 数据 表 


TH | md 0 0.25 0.75 
yi 0.2200 0.800 2.000 2.5000 3.8000 


12. 给 出 数据 如 表 2.18 所 示 ,用 最 小 二 乘法 求 形 如 y = 二 ae” 的 经 验 公 式 . 


表 2.18 数据 表 
ri 一 0.70 一 0.50 0.25 0.75 
yi 0.99 1.21 2.57 4.23 
ln yi 一 0.01 0.19 0.94 1.44 
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本 章 主要 讨论 如 下 形式 的 一 元 函数 积分 
1=) rod (3.1) 
在 微 积分 里 , 按 牛 顿 - 莱 布 尼 效 (Newton-Leibniz) 公式 求 定 积分 
1=| 7codz =F(b)— F(a) 
也 就 是 说 , 积分 值 是 通过 找 原 函 数 的 办 法 得 到 的 . 然而 , 在 实际 问题 中 , 找 一 个 函数 的 原 


Sin 工 


函数 并 非 一 件 容易 的 事情 , 许多 函数 甚至 不 存在 初等 函数 表示 的 原 函 数 ， 例如 一 一 ， sin zx?, 


另外 , 当 f(x) 没有 解析 表达 式 , 只 有 一 张 数 表 时 , 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 也 不 能 直接 运用 . 因 
此 , 我 们 有 必要 研究 积分 的 数值 计算 问题 . 
依据 积分 中 值 定 理 ， 对 于 连续 函数 f(x), 在 [a, 5b] 内 存在 一 点 上 ,使 得 /(&) = 


人 人 二 人 如, 称 /C8) 为 区 间 [a 6] 的 平均 高度 , 我 们 可 以 通过 近似 计算 F(e), 来 得 到 积分 7 
的 近似 值 . 
若 简单 选取 区 间 端 点 或 中 点 的 函数 值 作为 平均 高 度 , 则 可 得 一 点 求 积 公式 如 下 . 
左 矩 形 公 式 : I(f) 之 f(a) (一 a) 


中 和 矩形 公式 ， IO)= 7/ 人 2 


右 和 矩形 公式 : 1(f) 守 (5) (6 一 a). 
f(a)+f(0) 
2 


jo- 


若 取 a ,5。 两 点 , 并 令 丰 () 一 ， 则 可 得 梯形 公式 


(0 
Mp 


a) 
一 般 地 ， 取 区 间 [a, 5] 内 十 1 个 点 {zi} (i 二 0, 1, 2. …, 72) ,用 f(z;) 加 权 平 均 的 方 
法 近似 地 得 出 平均 高 度 (8&), 这 样 构造 出 的 积分 公式 具有 下 列 形式 
[rar Dafz) 《3 2 
式 (3.2) 中 ,ai 称 为 求 积 系数 , zx; 称 为 求 积 节点 , 这 样 构造 的 求 积 公式 成 功 避 开 了 和 牛顿- 莱 布 尼 
兹 公式 中 寻找 原 函 数 的 困难 , 将 积分 求 值 问题 转化 成 函数 值 的 计算 . 显然 ,构造 成 确定 一 个 求 
积 公式 ,要 讨论 以 下 间 题 : 
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(1) 确定 求 积 系数 a; 和 求 积 节点 zx;. 
(2) 求 积 公式 的 误差 估计 . 


§ 3.1 插值 型 求 积 公式 


3.1.1 插值 型 求 积 公式 的 构造 


定义 3.1 ”在 积分 区 间 [a, 6] 上, 设 给 定 一 组 节点 4a 委 ze <zi<zrs< 才 …<zu 委 0, 且 
已 知 函数 f(x) 在 这 些 节点 上 的 值 . 作 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L, (zx), 用 


站 
1 =| L(x)dr 03.3 
近似 计算 
四 
I=| fx)dr (3.4) 


这 样 建立 的 求 积 公 式 称 为 插值 型 求 积 公 式 . 
下 面 我 们 讨论 插值 型 求 积 公式 所 具备 的 特征 . 将 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L, (x) 的 表达 式 代 
入 (3.3) 中 ,有 


[roar ~| Ld = Dida 
= rca] 
记 wi =| ce)dz， 则 有 
1,(f) = Deaf) 
这 里 ,a, 称 为 求 积 系数 ,而 称 为 求 积 节点 . 
3.1.2 求 积 余 项 和 代数 精度 


我 们 称 积分 的 精确 值 1 与 近似 值 1 之 差 1 一 1, 为 求 积 公式 的 余 项 , 也 叫 作 截断 误差 . 由 插 
值 余 项 公式 可 知 , 求 积 余 项 


E,Lfj=I—I, =| far 一 当 


四 6 ftD (KE ) 亚 
=| [re 一 Co]dz -| i Hc zi) dz (3.5) 


除了 上 述 插值 型 求 积 公 式 外 . 还 有 其 他 许多 种 类 型 的 求 积 公式 . 为 了 判别 各 种 求 积 公式 


| 
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的 优 劣 , 我 们 引入 代数 精度 的 概念 . 


定义 3.2 ” 称 求 积 公式 I,(f)= Daf) 具有 mm 次 代数 精度 , 如 果 它 满足 如 下 两 
个 条 件 : 

(1) 对 所 有 次 数 三 m 次 的 多 项 式 P,, (x+), 有 

E,(P,)=I(P,)—I1,(P,)=0 
(2) 存在 m 十 1 次 多 项 式 P,, (zx), 使 得 
E,.(Pan)=I(Pan)—I1,.(Pan) #0 

可 以 证 明 , 定义 3.2 中 的 两 个 条 件 等 价 于 : 

(D Es)=1(2)— 1 (2)=0% (0 CECm) 

Coy Bmty ed 

利用 代数 精度 的 概念 , 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 3.1 形 如 式 (3.2) 的 求 积 公式 是 插值 型 求 积 公式 的 充 要 条 件 为 它 的 代数 精度 至 
少 为 n. 

证 明 ”必要 性 . 若 求 积 公式 (3.2) 是 插值 型 求 积 公式 , 按照 式 (3.5), 对 于 次 数 三 n 的 多 项 
式 F(z), 其 余 项 E,(f) 王 0, 因而 这 时 求 积 公式 (3.2) 至 少 有 ?7 次 代数 精度 . 


充分 性 . 若 求 积 公式 (3.2) 至 少 有 次 代数 精度 , 则 式 (3.2) 对 于 插值 基 也 数 4 (zx ) 精确 成 
立 ， 即 


faa 一 Deal) (3.6) 
注意 到 141) 二 84， 式 (3.6) 有 端 实际 上 等 于 wu， 即 ce 二 | Lx)dz， 因 而 式 (3.2) 是 搬 
值 型 求 积 公式 . 
推论 3.1 。 求 积 系数 满足 >)o; 一 4 一 a.( 可 用 此 推论 检验 计算 求 积 系数 的 正确 性 ). 
【 例 3-1】 建立 [0, 2] 上 节点 为 zo 一 0, ZX1 = 二 0.5, zs 一 2 的 数值 积分 公 
解 ” 由 ;一 | 1(z)dz 得 


2 2: (rz 一 0.5)(z 一 2) 了 
a = lade | (0 —0.5) x O24 3 
2 2 (C02 16 
“=| cr?dz | (O50 X05 
. » 《一 OK 一 个.5)》 S 
eco ,2 一 0 又 CC 二 0.5Jd 一 9 


我 们 得 到 以 下 数值 积分 公式 


I1,(f) = 了 一 38(0) 十 16 大 (0.57 + 5f¢2)] 
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$3.2 牛顿- 柯 特 斯 积 


se 
n 


7 作为 数值 积分 节点 , 构造 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L, (x ), 取 


把 积分 区 间 [a , 0] 分 成 n 等 分 , 记 步 长 为 A 二 


6 ob 
[re )dz ~| LCr)dr 


由 此 得 到 的 数值 积分 称 为 牛顿 - 柯 特 斯 (Newton-Cote’s) 积分 . 下 面 可 以 看 到 , 牛顿 - 柯 
特 斯 积分 系数 和 积分 节点 以 及 积分 区 间 无 直接 关系 , 系数 固定 而 易于 计算 . 


3.2.1 梯形 积分 


以 (a,， f(a)) 和 (5,，f(5)) 为 插值 节点 构造 线性 函数 L1(z), 有 


b [6 
| f(r)dr ~| Li(xz)dzr 


b b 
lL Lir)dz -| lol(r)f (zo) thr)f lrVdr 


作证 一 总 


b 
«=| Lo(CZ )d7 | dr 
a aa 


(6b—a) 人 (ac 


1 

2 
b b 一 二 

a =| cp)drz 放生 <dz 2 


ab—a 
提取 公 因 子 ( 一 a) 后 , 得 到 牛顿 - 柯 特 斯 积分 的 组 合 系数 : C5” = 六 ， Ci = 六 它们 已 


与 积分 区 间 没 有 任何 关系 了 . 于 是 
b—a 
2 


| ~ [f(a) +f(6)] 


茂 二 
2 
我 们 称 TCF) 为 梯形 积分 公式 . 它 的 几何 意义 是 用 过 两 点 (a ,f(a)),(5,f(5)) 的 梯形 面 
积 近 似 代替 曲 边 梯 形 的 面积 . 
下 面 我 们 来 计算 梯形 积分 公式 的 截断 误差 . 由 
f°(€) 
21 


TCFP) = 一 “[Fa) 十 7FC)] Cou 


b 
fz) L(x)+| (rT—a)(r—b)dr 


区 


Ei(f) =| 亏 FO —a)(r—b)dr 
因为 (z 一 a)(z 一 0) 在 [a, 6] 上 不 变 号 , 由 积分 中 值 定理 得 到 梯形 求 积 公式 的 截断 误差 
E =| 二 (8 (= MN =— ds 
i gg 


(zr—a)(r—b)dzr 


__fFO 
12 


可 以 证 明 , 梯形 公式 对 于 次 数 不 超 过 一 次 的 多 项 式 准确 成 立 , T(f) 具有 一 阶 代数 精度 . 
3.2.2 ”辛普森 积分 


(一 a)3, 4 魏 7 委 0 


Q& 十 0 
2 


所 天 2 


对 区 间 [a, 5] 作 二 等 分 , 记 x。=a, zi , xis 一 0. Ma, fla)), ( 守 *， 


2 


b 
/( 安 ]] mo， (0)) 为 插值 节点 构造 二 次 插值 函数 L,(z), 那么 有 
| L,(z)dzr -| CEYf (ro tl (rf Cr l(a) rsd 
了 1 
a = J ddr = 6 ) = Cc 
本 4 
-| (dr = LLC 


b 
as A = a) = a 


计算 得 到 积分 组 合 系数 : CO 一 二 ,CPP 一 过，C 多 一 二. 
记 
S(f) [0) | 4f (SF + 66)] :3] 
称 S( 了 ) 为 辛普森 (Simpson) 或 抛物 线 积分 公式 . 它 的 几何 意义 是 用 过 三 点 的 抛物 线 面积 近似 


代替 积分 的 曲 边 面积 ( 见 图 3.1). 
类 似 地 , 我 们 可 以 计算 辛普森 求 积 公 式 的 截断 误差 为 
Es(f)=I1(f)—I(P;) 


2 
sf VE ra) 人 = | (zz 一 下 


2 
41 x 
(0 2 
二 wp po a) (: 4 (zz 一 0)d7 
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(ba 
= greeo 六 (17), ae 委 7 委 0 《SS 
可 以 证 明 , 辛普森 公式 对 于 次 数 不 超 过 三 次 的 多 项 式 准确 成 立 , S(f) 具有 三 阶 代数 精度 . 


y 


Ax) 


ol a atb b 
2 


图 3.1 ”抛物线 积分 面积 


穆 昌 


3.2.3 ”和 牛顿- 柯 将 斯 积分 系数 


下 面 考虑 一 般 情 形 .” 等 分 区 间 [a, 5]， 取 等 分 点 为 积分 节点 , x; 二 a 十 认 ， 


EE 其 中 二， 以 (xi, f(zD)), i 二 0, 1,2，…,n 为 插值 节点 构造 插值 
函数 L, (xz). 
六 ,ed = (Dac)) dr 
a > (| (x)dr ] fn) 
= apt 
其 中 


b 
Ci -| li(r)dr 


『 ( 工 一 To)(z 一 1) (rT— TT — T(r — 7) 记 
a (Ti To Ti I) Ti TT Tn) Ti) 


全 


令 工 二 a 十 坝 , Xi 二 a 十 讯 ,代入 上 式 得 


| 荆 Do 人 一 让 十 二 一 在 一 1] 人 一 9 
i il (na—i! (一 1 一 


hdt 


= 二 过 [| Dt —i+ DG mi 1 —n)d 
n il (n—i)! Jo 
= —a)C™ 
这 里 称 
站 六 DG—i+ DG i —n)d (3.10) 
il (n—i)!lnJo 


55| 


"a 


为 牛顿 - 柯 特 斯 系数 . 由 牛顿 - 柯 特 斯 系数 (3.10) 的 表达 式 可 知 , 在 取 等 距 节点 时 , 积分 系数 
Cs” 与 积分 节点 和 积分 区 间 无 直接 关系 , 只 与 插值 的 节点 总 数 有 关 . 在 公式 中 取 n= 二 1, 可 算出 
梯形 积分 系数 ; 取 n 二 2, 可 算出 辛普森 积分 系数 . 
为 了 便于 应 用 ,我 们 把 部 分 柯 特 斯 系数 列 在 表 3.1 中 ,利用 这 张 表 可 很 快 写 出 各 种 牛顿 - 
柯 特 斯 公式 . 
例如 , 当 n = 二 4, 有 
b—a 
90 
| ME 
4 
这 个 公式 被 特别 称 为 柯 特 斯 (Cotes) 公式 . 
由 表 3.1 可 以 看 出 , 当 三 8 时 , 牛顿 - 柯 特 斯 系数 有 正 有 负 , 此 时 相应 的 求 积 公式 的 稳 
定性 得 不 到 保证 , 故 在 实际 计算 中 不 宜 采用 高 阶 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 . 


表 3.1 积分 系数 表 


b 
| fxr)dr [7f Cx0) + 32f Cr) + 12f 6x2) + 32f (x3) +7f Cr)] 


其 中 ,zi =a 十 &。~ 一 (k= 二 0,1,2,3,4). 


1 1 
' 也 加 
1 4 1 
本 Ea 和 
1 3 3 1 
, 8 8 8 8 
7 32 12 32 7 
90 90 90 90 90 
19 75 50 50 75 19 
288 288 288 288 288 288 
41 216 新 272 下 216 41 
840 840 840 840 840 840 840 
7 51 S577 1 323 2 989 2 989 1 323 3577 751 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 
989 5 888 928 10 496 4540 10 496 928 5 888 989 


28 350 28350 28350 28350 28 350 28350 28350 28350 28 350 


关于 牛顿 - 柯 特 斯 积分 公式 的 误差 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 列 结果 : 
(1) 若 ) 为 奇数 , FE Ci[a, 65], 则 有 


fmt (7 
(二 和 


b 
EE CF | 一 


即 积分 公式 及 阶 代数 精度 . 
(2) 车 为 偶数 ,，f € C"*?[a, 465], 则 有 


Cnt2) 站 
一 X(T— X(T— rr ra)dr 


E.(f) 


[se 
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即 积分 公式 及 十 1 阶 代数 精度 . 
【 例 3-2】 利用 梯形 公式 和 辛普森 公式 分 别 计算 积分 


4 
1=| 一 
下 和 于 


的 近似 值 . 
解 ”由 式 (3.7), 有 
0 4 
T 一 了 x [二 + 3.000 0. 
由 式 (3.8), 有 
{1—0) | 4 4 ， 4 ) 
A x|iFo t+4Xiros 十 IT 3.1333 


$3.3 复 化 求 积 公式 


由 表 3.1 可 以 看 出 , 牛顿 - 柯 特 斯 公式 在 三 8 时 不 具有 稳定 性 . 故 不 可 能 通过 提高 阶 的 
方法 来 提高 精度 . 为 了 提高 求 积 公式 的 精度 , 在 实际 应 用 中 往往 不 采用 高 阶 的 牛顿 - 柯 特 斯 公 
式 , 而 是 将 积分 区 间 划 分 成 若干 个 相等 的 小 区 间 , 在 各 小 区 间 上 采用 低 阶 的 求 积 公 式 , 例如 梯 
形 公式 或 辛普森 公式 ,然后 利用 积分 区 间 的 可 加 性 , 把 各 区 间 上 的 积分 值 加 起 来 , 便 得 到 新 的 
求 积 公 式 , 这 就 是 复 化 求 积 公 式 . 本 节 只 讨论 复 化 梯形 公式 和 复 化 辛普森 公式 . 

3.3.1 复 化 梯形 积分 

把 积分 区 间 [La , 5 分割 成 若干 小 区 间 , 在 每 个 小 区 间 [zx; ,zxir] 上 用 梯形 积分 公式 , 再 将 
这 些小 区 间 上 的 数值 积分 累加 起 来 , 称 为 复 化 梯形 公式 . 

1. 复 化 梯形 积分 计算 公式 


对 [a , 5] 作 等 距 分 制 , 有 太一 “人 ,zi 二 4 十 访 ，i 一 0，1,…,n, 于 是 


jf =| fC)dr -5 [poyar 
在 [x;， il] 下 3 利用 梯形 公式 ,有 
[fear J 
几 2 12 
因此 , 在 整个 区 间 [a, 5] 上 ,有 


nl 


1(f)=> Ue + fr),) 乞 ) 


i=0 


"a 
二 hh Bu 十 f+ 元 10) |- SCD 


记 n 等 分 的 复 化 梯形 公式 为 T,(f) 或 T(h), 有 
TOD -TCD 一 吕 | 二 ro 二 Ace+aDT+ 二 1 Ca Ly 
i=1 


2. 复 化 梯形 公式 截断 误差 


nl 
i 二 Ze) 
i=0 
Bl 之 [ 12f (J=—13* a) - 
h? 
= RE (oa b) (3.1 


记 M; = max | PCz)|, 则 有 
a<reb 


a (一 a)3 1 
| 半天 委 2 .4 -0 全 |] 


对 于 任 给 的 误差 控制 小 量 s 之 0, 有 


ba =ay 
2 > 2 |+ (3.13) 
E 


就 有 EF,[Lfj] 二 e, 式 中 [ ] 为 取 整 函数 . 


3.3.2。” 复 化 辛普森 积分 


把 积分 区 间 分 成 偶数 等 分 2m, 记 n 二 2m，, 其 中 十 1 是 节点 总 数 , m 是 积分 子 区 间 的 总 数 . 
1. 复 化 辛普森 积分 计算 公式 


记 有 es, 4 十 讯 ,，i 二 0, 1,…,n, 在 每 个 区 间 [xs, zz4s] 上 用 辛普森 数值 积分 


公式 计算 , 则 得 到 复 化 辛普森 公式 , 记 为 S, (了 ). 


I(f) =| f(r)de [reopdz 
i=0 工 21 


at 2h (21 75 
Im “fz)dzr = [f(t4f (rn) + flr)]— Fog/ (€:), 
称 
m—l1 2h 
S.AD= Lf ze) +4f run) + frat2)] 
更 一 1 现 一 1 
= 全 [re) +4277Czan) 十 22)7(Cza) 十 CO)] (3.14) 
i=0 i=l 
为 复 化 辛普森 积分 . 


[se 
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2. 复 化 辛普森 公式 的 截断 误差 
设 f 三 人 [ae ， b] 9? 在 [zza， ea 上 的 误差 为 


过 
— po), za SE < run 
因此 
7 
I(f)—S,(f)= 入 和 (&;) = 2 7 (6) 
= 4) —b—a) ,ow 
Oe 4 7 (全 一 18077 -7 6) 
即 
(一 机 
Be ) jew 8), ee La, b] 
记 M, = max|f(z)|, 则 有 
a<r<b 
)5 1 
把， 和 = -=0( 去 | 
| 9 | 和 2 4 m’ 
对 任 给 的 误差 控制 小 量 s 0, 只 要 
(6 —a)s ‘fo —a)M 
. m = Se 
2 880m" Me 或 | a880 |+! 
就 有 |E,(f) | 二 e. 


【 例 3-3】 分 别 利用 复 化 梯形 积分 和 复 化 辛普森 积分 计算 积分 


二 
I -| sinz 
0 


并 


使 其 误差 界 为 10“, 应 将 积分 区 间 [0, 1] 多 少 等 分 ? 


解 ”可 以 算出 | f(z) | 三 二 一 , 故 由 复 化 梯形 误差 公式 (3.13) 


>| cea 
l2e 


可 以 算出 二 > 于 义 10? = 16， 67, 所 以 区 间 [0, 1] 应 该 17 等 分 才能 满足 精度 要 求 . 


若 用 复 化 辛普森 公式 计算 , 则 利用 复 化 辛普森 误差 公式 (3.15) 


5 
| a Me 
2 880e 


可 以 算出 全 一 x10 之 1.6944, 故 取 一 2 就 能 满足 精度 的 要 求 . 
V0 


(3.15) 


此 例 说 明 , 要 达到 相同 的 精度 , 利用 复 化 梯形 公式 需要 计算 18 个 函数 值 , 而 复 化 辛普森 


公式 只 需要 计算 3 个 函数 值 . 工作 量 相差 6 倍 . 


| 


"Xa 


4 


1 
【 例 3-4] 利用 表 3.2 中 的 数据 计算 积分 了 一 | 五 
表 3.2 数据 表 
0 时 2 3 4 系 6 和 1 
i 8 8 8 8 8 8 8 
fr) 4 3.938 3.764 3.506 3.200 2.876 4 2.460 0 2.265 2 


解 ”这 个 问题 有 明显 的 答案 
1* =4arctan x |, =x =3.141 592 6… 
取 n 二 8 用 复 化 梯形 公式 


T= 诗 X 雪 [9 +2r( 壤 ]+27( 人 全)+27 人 (全 )+27 人 ] 


和 全 全 + 的 + 


一 3.138 988 494 
取 二 4 用 辛普森 公式 


= 3.141 592 651 
此 例 说 明 在 计算 量 相同 的 情况 下 , 辛普森 公式 计算 积分 的 精度 要 比 梯形 公式 精度 高 很 多 . 


3.3.3 复合 积分 的 自动 控制 误差 方法 

对 于 给 定 的 精度 ,利用 截断 误差 ,我 们 可 以 用 估计 函数 导数 界 的 方法 计算 出 n 的 值 ,但 是 
不 具有 操作 的 一 般 性 . 在 数值 计算 中 常用 事后 误差 估计 的 方法 估计 误差 . 

1. 复合 梯形 公式 自动 控制 误差 方法 


设 T,(f) 为 区 间 [La, 5j] n 等 分 时 的 复合 梯形 公式 ,T, (了 ) 为 区 间 [La, 65] 2n 等 分 时 的 复 
合 梯形 公式 ,由 截断 误差 公式 (3.12) ,我 们 可 以 得 到 下 面 两 个 式 子 : 


I(f)—T,(f) 语言 a) ff (é) (3.16) 
二 Am 
TCF) 一 TCF (FW) “ 瑟 一 7 (3.17) 
车 (xz) 在 (a, 5) 上 变化 不 大 ,可 近似 的 认为 1"(&) < (7), 从 而 可 得 
= 1 
TT ~ (3.18) 


[eo 


经 过 整理 ,可 以 得 到 


1 一 To TT T= TT,) (3.19) 
如 果 有 
| em 
则 可 期 望 
[f= Tw|<e 


2. 复合 辛普森 公式 自动 控制 误差 方法 
设 S,(f) 为 区 间 [a ,5]n 等 分 时 的 复合 辛普森 公式 ,S。, (了 ) 为 区 间 [a ,5] 2n 等 分 时 的 复 
合 辛普森 公式 ,假设 f(x) 在 (a, 5) 上 变化 不 大 ,利用 同样 的 方法 可 以 得 到 , 若 
|Sa, —S, |<= 15e 
则 可 期 望 
II — Ss | 震 € 


3.3.4 上 机 程序 
复 化 梯形 上 机 程序 如 下 : 


对 于 本 节 [ 例 3-4], 输 入 下 列 命 令 : 


复 化 辛普森 上 机 程序 如 下 : 


61 


eal 


"Xn 


对 于 【 例 3-4], 输 入 下 列 命令 : 


f=inline("4./(1+x.* xX) "); 


I=simpson(0,1,8,£); 
得 到 结果 : 
I=3.14159265122482 


$3.4 ”高 斯 求 积 公式 


前 面 我 们 讨论 的 经 典 数值 积分 方法 , 无 论 是 矩形 方法 、 梯 形 方法 还 是 辛普森 方法 ,其 形式 均 为 


1.(f)= Spy 
其 中 xz; 称 为 积分 节点 , a; 称 为 求 积 系数 (或 称 权 ). 

下 面 我 们 构造 数值 积分 方法 的 途径 为 : 首先 选 定 求 积 的 节点 , 然后 按 某 种 原则 确定 权 的 
大 小 . 将 {zi} 和 {A;} 同时 作为 待定 , 使 得 求 积 公式 有 尽 可 能 高 的 代数 精度 (节点 数 为 n，, 则 代 
数 精度 最 高 为 2n 一 1), 这 样 的 数值 积分 方法 称 为 高 斯 (Gauss) 求 积 方法 . 

3.4.1 ”一 点 高 斯 公式 
我 们 从 最 简单 的 情形 开始 . 
【 例 3-5】 导出 一 点 高 斯 公式 
I =| f(r)de af (rz1) (3.20) 

解 ”由 式 (3.20) 可 知 , 该 积分 公式 节点 数 为 1, 因此 有 2X1 一 1=1 次 代数 精度 , 因此 ， 

式 (3.20) 对 f(z)=1 和 f(x)==x 是 准确 的 . 故 有 


al 一 2 al 一 2 

| _ =>I1 2f(0) 
azl 一 0 1 一 0 

3.4.2 ”二 点 高 斯 公式 


【 例 3-6】 导出 二 点 高 斯 公式 


1=| fdr A af (ri) tasf (rs) (3:21) 


解 ”由 式 (3.21) 可 知 , 这 时 待定 的 节点 为 zx， z*, 待定 的 权 ai, az, 令 (3.17) 具 有 2X2 
一 1 二 3 次 代数 精度 , 即 (3.21) 对 f(z) 二 1, x ,x?, x? 分别 是 精确 的 , 这 便 给 出 了 关于 zi，zs 
和 a1, as 的 方程 组 : 


[ez 
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和 
(a) al 十 az = = 
ji 
(b) aixit asrs =| = =0; 


1 
(c) aiz + asz? -| rdr = 
-1 


1 
(d) aizy + ax} -| zdz =0. (3.22) 
-1 


为 了 求解 该 方程 , 我 们 首先 指出 , 待 求 的 积分 系数 a ,as 均 不 能 等 于 零 . 否则 会 导致 矛 
盾 . 事实 上 , 车 设 ai =0, 则 由 式 (a), 得 到 as = 二 2, 则 由 式 (b) 和 式 (c) 则 分 别 得 到 
27r; = 二 0， 2z; 一 二 
显然 矛盾 . 类 似 地 , 可 知道 节点 zi，zs 也 不 能 为 零 . 为 了 求解 方程 组 (3.22), 计算 (b) 一 
(a) X zi， 得 到 
as(Zz — X11)=—271 (3.23) 
计算 (c) 一 (b) xX zi, 得 到 


ur — a (3.24) 
计算 (d) 一 (c) XxX zj， 得 到 
aszi(zs — 11) = 一 (825) 
由 式 (3.23) 和 式 (3.24) 则 有 
一 2zizs =- 二 (3.26) 
由 式 (3.25) 和 式 (3.23) 则 得 知 
一 2zizt = 了 = (3.27) 
由 式 (3.26) 和 式 (3.27), 加 之 zk 二 zs 的 要 求 可 得 
zi1=—1/V3, zs=1/V3 (3.28) 
将 式 (3.28) 代入 式 (3.22) 中 的 (a) 和 (b), 立 得 
al 一 az 一 1 (3.29) 
所 以 对 高 斯 积分 二 f(z)dz 的 二 点 高 斯 积分 公式 为 


Tf(—1/V3)+f(/ V3) 
3.4.3 nn 点 高 斯 公式 


更 高 阶 的 高 斯 公式 的 直接 导出 比较 困难 . 以 下 不 加 证 明 地 给 出 [一 1, 1] 上 高 斯 点 的 一 般 


| 


"Xn 


求解 方法 . 
定理 3.2 ”区 间 [ 一 1, 1] 上 阶 高 斯 点 恰 为 勒 让 德 多 项 式 
1 dr , 
Pty = 1)*] (3.30) 
的 根 . 
注 3.1 ” 当 积 分 区 间 不 是 [一 1, 1] 时 , 而 是 一 般 的 区 间 [a, 5] 时 , 只 要 作 变 换 
_b—a a+tb 
z= (3.31) 
可 将 [a , 5] 化 为 [一 1, 1], 这 时 
pe 0 一 af .0 一 4 0 十 a 
| rear jr de (3.32) 
对 等 式 右 端的 积分 即 可 使 用 高 斯 求 积 公 式 . 
表 3.3 是 高 斯 公式 的 节点 和 求 积 系数 表 . 
表 3.3 ”高 斯 公式 的 节点 和 求 积 系 数 表 
名 士 0.577 350 269 2 1.0 
士 0.774 596 669 2 0.555 555 555 6 
0.0 0.888 888 888 9 
士 0.861 136 311 6 0.347 854 845 1 
4 
士 0.339 981 043 6 0.652 145 154 9 
注 3.2 当 n=1 时 ,由 -2s[(x? Wr"] 是 [ez 1)] 一 2z, 得 [一 1, 1] 上 一 阶 高 斯 点 
Zo 一 0. 
注 3.3 当 ” 2 时 , 由 -< [Cz?—1)"] da 1)?]==12zx’* 一 4, 得 [一 1, 1] 上 二 阶 
dr” dr 
高 斯 点 zx。 = 一 1/ V3，, zi =1/ v3. 
注 3.4 当 n=3 时 , 由 [Cx? 一 1D)"]==- 呈 [Cx? 一 1):]==120x 一 72x ,得 [一 1, 1] 上 
dre” dr 


三 阶 高 斯 点 z。 2. eg 、 .然后 再 用 待定 系数 法 解 一 线性 方程 组 可 得 相应 的 


求 积 系数 二 as 一 了 


3， 于 是 得 [一 1，1] 上 的 三 点 高 斯 公 


1 
1=) fdr ~ Sf /) 十 本 GO) 十 下 F 全 ) 


该 公式 具有 五 次 代数 精度 . 


[es 
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【 例 3-7〗 用 4 点 (一 3) 的 高 斯 求 积 公式 计算 
是 =| reos Xdr 


解 ” 先 将 区 间 [0， 了 ] 化 为 [一 1, 1], 由 式 (3.32) 有 


3 
r=- 上 (TD) 。 (tcos TUtDd 
根据 表 3.1 中 = 二 3 的 节点 及 系数 值 可 求 得 


4 
1,(f) 二 >)asf (zi;) s 0.467 402( 准 确 值 工 一 0.467 401…) 
i=1 


$3.5 数值 微分 


根据 函数 在 一 些 离散 点 的 函数 值 ,推算 它 在 某 点 的 导数 或 某 高 阶 导 数 的 近似 值 叫 作 数值 
微分 . 本 节 主 要 介绍 两 种 求 数值 微 分 的 方法 : 差 商 代替 微 商 ; 用 一 能 近似 代替 该 函数 的 较 简单 
的 函数 (如 多 项 式 、 样 条 函数 ) 的 相应 导数 作为 所 求 导数 的 近似 值 . 


3.5.1 状 商 与 数值 微分 


微 积分 中 ,关于 导数 的 定义 如 下 : 


fr+h)—flr)  ， Fr) 一 FGz 一 1) .flr+h)—flr—h) 
lim lim 
h h-=0 h hm0 2h 


在 微 积分 中 ,用 差 商 的 极限 定义 导数 ;在 数值 计算 中 ,导数 用 差 商 作为 近似 值 . 
下 面 介绍 与 上 式 相 应 的 三 种 差 商 形式 的 数值 微分 公式 和 截断 误差 . 
1. 向 前 差 商 


ff’ (x) =lim 
h—*0 


froth)— fro) 


f(z0) 一 


由 泰勒 展开 


2 
f(zoth)=f(r0) +hf’ (ro) + 妆 - 了 (8)， Xo EZroth 


于 是 ,可 以 得 到 向 前 差 商 的 截断 误差 是 


I 车 fe) OU) 


R(z)=f'(z0) 


2. 向 后 差 商 


二 


六 二 


"Xa 


由 泰勒 展开 


2 
f(zo —D =f (0) hf (ro) + Xxo EZroth 


F 是 ,可 以 得 到 向 后 差 商 的 截断 误差 是 
flio)— fio —E) 


/ h rwv 
R(z)=f (z0) 31 f (6) 一 O(AD) 


h 
3. 中 心 差 商 
fz) f(zoi+h)— f(rzo—h) 
2h 
由 泰勒 展开 


2 3 
flzoth)=f(ro) t+hf (ro) 十 de 十 和 Ce)， Xxo ro 二 th 


i A 
fro—h) =f rh (zo) tof zo) 一 (Bs = 


中 


F 是 ,可 以 得 到 中 心 差 商 的 截断 误差 是 
f(rzoth)— f(ro—h) 
2h 


R(xz)=f (x0) 


2 3 
和 Lf”) | "(8&2)] = 入 (6) =O(h’) 


由 误差 表达 式 ,h 越 小 ,误差 越 小 ,但 同时 舍 入 误差 增 大 ,我 们 可 以 用 事后 误差 估计 的 方法 
来 确定 最 佳 步 长 的 选取 方法 ,例如 : 设 D(h), D(Ch/2) 分 别 为 步 长 为 h 和 /2 的 差 商 计算 公式 ， 


则 给 定 误 差 界 , 当 


Dn) -Dp($) < e 时 的 步 长 h/2 就 是 合适 的 步 长 . 


3.5.2 插值 型 数值 微分 


定义 3.3 ”对 于 给 定 的 f(x) 的 函数 表 , 见 表 3.4. 
表 3.4 /(x) 的 函数 表 


a To 1 Vs En Ih 


? yo i yz 
建立 插值 函数 工 , (x ), 用 插值 函数 工 , (x ) 的 导数 近似 函数 f(x ) 的 导数 , 这 样 建立 的 数 
值 微分 公式 称 为 插值 型 求 导 公式 . 


设 zi, i 一 0, 1,，2,…,n 为 [a, 5] 上 的 节点 , 给 定 (zi, f(zi)), i 二 0, 1,2,…,n, 以 
(zi， 了 (zi)) 为 插值 点 构造 插值 多 项 式 L, (x ), 以 L, (zx ) 的 各 阶 导 数 近 似 f(x) 的 相应 阶 的 导 
数 , 即 


f(x)=L, C7) = Dz) fr) 


[ee 
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fF y= = de,) 《333》 
er 
当 工 =zxj; 时 
f(z) PDD); j=0; 1, ,nn (3.34) 
各 
误差 项 为 
ey 


R(z,)=|| (x;—z;) ,j=0,1," ,nn (3.35) 


” (十 1)1! 
下 面 我 们 仅仅 考察 节点 处 的 导数 值 . 为 简化 讨论 , 假定 所 给 的 节点 是 等 距 的 . 
【 例 3-8〗 “两 点 公式 ) 给 定 (x;, f(zi)), i 二 0, 1, 并 有 zi 一 zo==h ,计算 f(zo)， 
(zi)， 
解 ” 作 过 (zx;, f(x;)), i 二 0, 1 的 插值 多 项 式 


Li(z)=2 fr) + fr) 
To 一死 1 Xi— 6 


对 上 式 两 端 求 导 , 并 令 z= 二 zx。，, zi 一 zo 二 hh ,得 


i 


f(z0) 之 LiCzo) 


(3.36) 


同 理 , 可 得 
fi) = 
由 于 式 (3.36) 和 式 (3.37) 只 用 到 两 个 点 的 函数 值 , 故 称 为 两 点 公式 , 其 误差 都 是 O(h)， 
即 精度 都 是 一 阶 的 . 
【 例 3-9〗 (三 点 公式 ) 给 定 (z;, f(z;)), i=0, 1, 2, 并 有 zs 一 zi 一 zi 一 Zoo 一 1， 计 
算 了 (20), 了 (zi) f(z2). 
解 ” 作 过 (zx;, f(x;)), i 二 0, 1, 2 的 插值 多 项 式 


(3.37) 


(x = = (= RE = 
Ls(z) ns f(ro)+ a f(r) 十 a f(rs) 
f(z)=Ls(x) 
f(zo) f(z1) f(zs) 
3 nd a 《一 证: 一 下 路 i 二 
将 z= 二 zi 代入 f(z) 得 三 点 端点 公式 和 三 点 中 点 公式 


f(x) ~ Lilo) = f(r +4f Cr) — f(s)] 
f 元 重 
A = f(r) + fra)] 


7 , 1 
六 《二 六 L2(zz) 一 玉 LJCzo) 一 4F(zi) 十 37(Cza)] 


利用 泰勒 展开 进行 比较 和 分 析 , 可 得 三 点 公式 的 截断 误差 是 O(h?). 


3.5.3 样 条 插值 数值 微分 公式 


将 离散 点 按 大 小 排列 a = 二 zo 二 zi 二 … 二 x, 二 6b, 用 m 关系 式 构造 插值 点 y; 二 f(x;) 的 
样 条 插值 函数 SCz). 


(rz—Xxa) rz) (rz—zr)\/r-r)’ 
St{x) (it2 ]( 夺 ] -+ 人 Re [es ]， 


A 二 2 
Fy 水 = Wi [全 | oe 


i 1 


利用 SCz) 近似 计算 f(x) 一 Sw(z), 一 0,1,2. 


3.5.4 ”上 机 程序 
三 点 公式 MATLAB 程序 如 下 : 


【 例 3-10】 用 三 点 公式 计算 y= f(x) 在 1.0,1.2,1.4 处 的 导数 值 ,f(x) 的 值 如 表 3.5 


所 示 . 
表 3.5 f(x) 的 值 
工 1.0 1 1.2 1.3 1.4 
F(z) 0.25 0.2268 0.2066 0.1890 0.1736 


得 到 结果 : 
SZ 
因此 ,y= 二 f(z) 在 1.0,1.2.1.4 处 的 导数 值 分 别 为 一 0.2427,0.1890 和 0.1430. 
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$3.6 上 机 实验 


3.6.1 “实验 目的 


1. 探究 计算 积分 的 几 种 数值 方法 , 矩形 法 、 梯 形 法 、 辛 普 森 法 , 并 比较 不 同方 法 的 精度 和 
2. 利用 数值 积分 解决 实际 问题 . 


3.6.2 ”实验 内 容 与 要 求 


1. 写 出 利用 左 矩 形 、 右 矩形、 中 点 公式 , 复 化 梯形 公式 和 复 化 辛普森 公式 计算 积分 的 
MATLAB 程序 , 以 及 近似 值 与 真实 值 之 间 的 差 一 一 近似 误差 , 从 而 比较 不 同方 法 的 精度 . 为 
了 使 程序 比较 简单 , 我们 选取 二 2m, 它 是 一 个 偶数 , 对 于 前 四 个 公式 , 我 们 认为 子 区 间 是 
4 = 一 zo<xza<zi<…<zam 一 0， 子 区 间 的 中 点 是 zl ，zrs，…，Zzan-1. 

2. 利用 已 有 的 MATLAB 程序 计算 积分 . 

(1) 基于 变 步 长 辛普森 法 , MATLAB 给 出 了 quad 函数 来 求 定 积分 . 该 函数 的 调用 格式 为 : 

[I,n] =quad('fname',a,b,tol,trace) 
其 中 ,fname 是 被 积 函数 名 ; a 和 b 分 别 是 定 积分 的 下 限 和 上 限 ; tol 用 来 控制 积分 精度 , 缺 省 时 
取 tol 王 0.001; trace 控制 是 否 展现 积分 过 程 , 车 取 非 零 则 展现 积分 过 程 , 取 零 则 不 展现 , 缺 省 
时 取 trace = 二 0; 返回 参数 工 即 定 积分 值 ; n 为 被 积 函 数 的 调用 次 数 . 


3x 
【 例 3-11】 求 定 积分 | e "Yrsin(z 十 dr. 
0 


@ 建立 被 积 函数 文件 fesin.m. 
function f =fesin(x) 
f=exp(-0.5* x) .* sin(x+pi/6); 
@ 调用 数值 积分 函数 quad 求 定 积分 . 
[S,n] =quad('fesin',0,3* Pi) 
(S 为 返回 值 , n 是 调用 次 数 ) 
(2) 基于 牛顿 - 柯 特 斯 法 MATLAB 给 出 了 quad8 函数 来 求 定 积分 . 该 函数 的 调用 格 
式 为 : 
[I,n] =quad8('fname',a,b, tol,trace) 
其 中 ,参数 的 含义 和 quad 函数 相似 , 只 是 tol 的 缺 省 值 取 10“. 该 函数 可 以 更 精确 地 求 出 定 积分 
的 值 , 且 一 般 情况 下 函数 调用 的 步 数 明显 小 于 quad 函数 , 从 而 保证 能 以 更 高 的 效率 求 出 所 需 


的 定 积分 值 . 
ol 


【 例 3-12】 求 定 积分 | -sa 二 dz 


1 直 eos'z 


@ 被 积 函数 文件 fx.m. 


@ 调用 函数 quad8 求 定 积分 . 


@ 被 积 函 数 由 一 个 表格 定义 . 

(要 求 积 分 , 但 是 函数 没有 直接 给 出 , 只 是 自己 在 做 实验 时 得 到 的 一 组 相关 联 的 数据 ) 

在 MATLAB 中 , 对 由 表格 形式 定义 的 函数 关系 求 定 积分 的 问题 用 trapz(X, Y) 函数 . 其 
中 向 量 X, Y 定义 函数 关系 Y= 二 f(X). 

【 例 3-13〗】 用 trapz 函数 计算 定 积分 . 


3. 二 重 定 积分 的 数值 求解 . 
使 用 MATLAB 提供 的 dblquad 函数 就 可 以 直接 求 出 上 述 二 重 定 积分 的 数值 解 . 该 函数 的 
调用 格式 为 


该 函数 求 {(x, y) 在 [a, b] X [c, dj 区 域 上 的 二 重 定 积 分 . 参数 tol， trace 的 用 法 与 函数 
quad 完全 相同 . 
【 例 3-14】 ”计算 二 重 定 积分 


『 下 i 
= 
a 建立 一 个 函数 文件 fxy.m. 


@ 调用 dblquad 函数 求解 . 


3.6.3 实验 题目 
1. 图 3.2 是 一 块 土地 的 轮廓 图 , 为 计算 出 它 的 面积 , 首先 对 该 图 作出 如 下 测量 : 以 由 西向 


[Im 
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东方 向 为 x 轴 , 由 南 向 北方 向 为 y 轴 , 选择 方便 的 原点 , 并 从 最 西边 界 点 到 最 东边 界 点 在 工 轴 
上 的 区 间 适 当地 划分 为 若干 段 , 在 每 个 分 点 的 y 方向 测 出 南边 界 点 和 北边 界 点 的 y 坐标 >: 和 
ys， 得 到 表 3.6( 单 位 mm). 根据 地 图 的 比例 尺 我 们 知道 18 mm 相当 于 40 km, 试 由 测量 数据 统 
计 该 土地 的 近似 面积 , 与 它 的 精确 值 41 288 km? 作 比 较 . 


140 i == 
120 
100r | 
80 
60 
40 | 
20 4 4 1 1 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 
图 3.2 ”土地 轮廓 图 
表 3.6 ”测量 数据 表 
7.0 10.5 13.0 17.5 34.0 40.5 44.5 48.0 56.0 61.0 68.5 76.5 80.5 91.0 
yi 44 45 47 50 50 38 30 30 34 36 34 41 45 46 
ya 44 59 70 72 9% 100 110 110 110 17 118 16 118 118 
工 96 101 104 16 111 18 123 136 142 146 150 157 158 


y1 43 37 33 28 32 65 55 54 52 50 66 66 68 
y2 121 124 121 121 121 122 116 83 81 82 86 85 68 


2. 表 3.7 给 出 的 x, y 数据 位 于 机 愤 剖 面 的 轮廓 线 上 , >; 和 >* 分 别 对 应 轮廓 的 上 下 线 . 假 
设 需要 得 到 z 坐标 每 改变 0.1 时 的 y 坐标 . 试 完 成 加 工 所 需 数据 , 画 出 曲线 , 求 机 可 剖 面 的 面积 . 


表 3.7 ”机 杜 剖 面 轮 廓 线 数据 


工 0 3 5 7 9 11 12 13 14 15 
y1 0 1.8 2.2 2.7 3.0 3.1 2.9 2.5 2.0 1.6 
Ms 0 1.2 如 2.0 2.1 2.0 1.8 1.2 1.0 1.6 


1. 证 明 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 代数 精度 为 5. 


C= 


mo Leo) 二 32f (zx) +12f (rs) +32f (rs) +7f (rz0)] 


"a 
Sin 工 


2. 对 于 函数 /(z) 一 一 ， 试 根据 表 3.8 利用 复 化 梯形 法 和 复 化 辛普森 法 计算 积分 


1 二 | 型 生 d ,并 比较 Ts 和 S， 两 种 方法 计算 量 和 精度 .( 准 确 值 [一 0.946 1) 


表 3.8 ”数据 表 
大 0 1/8 1/4 3/8 i2 5/8 3/4 7/8 1 
ny 二 0.9974 0.9896 0.9767 0.9589 0.9361 0.9089 0.8772 0.8415 


3. 分 别 利用 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 下 列 积分 . 

(1) | rp n=8; 

(2) Vsinig dp, n=6. 

4. 用 复 化 梯形 求 积分 | f(x)dz ， 问 要 将 积分 区 间 [a , 5] 分 成 多 少 等 分 , 才能 保证 误差 
不 超过 ( 设 不 计 合 人 误差 ). 

5. 用 三 点 高 斯 公式 计算 积分 | 


rs dy 
1 


6. 用 三 点 公式 求 7 在 z==1.0, 1.1 和 1.2 处 的 导数 值 , 并 估计 误差 . f(x) 


他 赴 均 江 
的 值 见 表 3.9. 
表 3.9 f(x) 的 值 
工 1.0 1 本 1.4 
FI} 0.2500 0.2268 0.206 6 0.1890 0.173 6 
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$4.1 3 引 


了 


在 科学 工程 与 计算 的 研究 中 , 经 常会 遇 到 非 线性 方程 的 求 根 问题 . 例如 ,代数 方程 zs: 一 
十 247 十 1 一 0, 超越 方程 3 一 工 一 lgz. 对 于 不 高 于 4 次 的 代数 方程 已 有 求 根 公式 ， 而 高 于 4 
次 的 代数 方程 则 无 精确 的 求 根 公式 , 至 于 超越 方程 ,就 更 无 法 求 出 其 精确 的 解 ， 因 此, 如何 求 
得 满足 一 定 精度 要 求 的 方程 的 近似 根 也 就 成 为 迫切 需要 解决 的 问题 . 

本 章 主 要 讨论 一 元 非 线性 方程 

wT (4.1) 
的 求 根 问 题 , 其 中 f(z ) 是 连续 的 非 线 性 函数 . 方程 f(x ) 是 多 项 式 或 超越 函数 又 分 别称 为 代 
数 方程 和 超越 方程 . 下 面 , 我 们 介绍 几 种 常见 的 非 线性 方程 的 近似 求 根 方法 . 


$4.2 对 分 法 


4.2.1 ”对 分 法 的 数学 依据 和 算法 简 述 


对 分 法 也 称 为 二 分 法 , 是 求 方程 近似 解 的 一 种 简单 直观 的 方法 . 应 用 对 分 法 的 理论 依据 
是 零点 定理 , 即 若 f(x) 在 区 间 [e , 5] 上 连续 , f(a)。，f(5) 二 0, 则 在 [a, 5] 内 有 方程 的 根 
在 计算 中 通过 对 分 区 间 缩 小 区 间 范 围 , 搜索 零点 的 位 置 . 

算法 简 述 : 取 [a , 如] 中 点 将 区 间 一 分 为 二 . 车 f(x。) 二 0, 则 zw 就 是 方程 的 根 , 否则 判别 
根 x” 在 xz, 的 左 侧 还 是 右 侧 . 

车 f(a)。f(zo) 天 0, 则 z* € (a, zo0), 令 a1 一 a, bi 一 x03 

车 了 Goo) sO) 过 Oy 则 zx” EE (royD), 令 wi=i0r b=6. 


一 般 地 , 记 当前 有 根 [as , 5.], 取 xz; 一 Fe 0 yn MN Et 


1 
令 at =ak, brn 一 ;否则 ， 令 ath 二 Xk， brn 二 bi， 再 取 Tk+1 = an brn), 一 直 做 下 


去 , 直到 满足 精度 为 止 . 
【 例 43-1】 用 二 分 法 求 F(z) = xz’ 十 4z* 一 10 二 0 在 (1, 2) 内 的 根 , 要 求 绝 对 误差 不 


超过 村 > 


解 jz) 一 zs 十 472 一 10. 

(Df(1) = 一 5, f(2) =14, 由 零点 定理 可 得 有 根 区 间 [a, 5]=[1, 2]; 

(2) 计算 zo ==1.5, f(1.5) =2.375 > 0, 有 根 区 间 [a, 56]=[1, 1.5]; 

(3) 计算 zi = 二 1.25, f(1.25) = 一 1.297 < 0, 有 根 区 间 [a, 5] ==[1.25, 1.5j]; 一 直 做 到 
|f(zs) | 二 0.5 X10 了 ,详细 计算 见 表 4.1. 


表 4.1 计算 结果 表 

函数 值 有 根 区 间 中 点 

GD) = 一 5<0 x1=1.5 
f(2)=14>0 一 (1, 2) 十 x2 = 1.25 
f(1.25) <0 一 (1.25, 1.5) 十 za 一 1.375 
f(1.375) >0 一 (1.25, 1.375) 十 zl = 1.313 
f(1.313) 一 0 一 (1.313, 1.375) 十 xs 一 1.344 
f(1.344) <0 一 (1.344，1.375) 十 zs = 1.360 
f(1.360) 一 0 一 (1.360, 1.375) 十 zx7 = 1.368 
f(1.368) >0 一 (1.360, 1.368) 十 zs 一 1.364 


4.2.2 ”上 机 程序 
二 分 法 的 MATLAB 程序 如 下 : 


对 于 【 例 4-1], 输 入 下 列 命令 : 


[2 


迭代 8 次 得 到 解 : 
Y=1.36523437500000 


4.2.3 算法 评价 


二 分 法 算法 简单 , 且 总 是 收敛 的 , 但 是 收敛 的 太 慢 , 故 一 般 不 单独 将 其 用 于 求 根 , 只 是 用 
其 为 根 求 得 一 个 较 好 的 近似 值 . 


$4.3 和 迭代 法 及 其 收敛 性 


4.3.1 不 动 点 迭代 格式 


迭代 法 是 一 种 按照 同一 公式 重复 计算 逐次 逼近 真 值 的 算法 是 数值 计算 普遍 使 用 的 重要 
方法 . 对 给 定 的 方程 f(z ) =0, 将 它 改写 成 等 价 形式 
工 一 p(z) (4.2) 
车 要 求 z" 满足 f(x“" )=0, 则 xz" = 二 g(x ); 反 之 亦 然 . 称 z" 为 函数 g(x) 的 一 个 不 动 
点 . 从 而 求 f(x) 的 零点 就 等 价 于 求 p(x ) 的 不 动 点 . 
给 定 初 值 x。 作 为 迭代 的 初始 点 , 将 它 代 入 (4.2) 的 右 端 , 即 可 求 得 
Zi 一 p(zo) 
如 此 反复 计算 , 可 以 得 到 迭代 序列 
Xm 一 pCrze) AR 一 1，2，… (4.3) 
这 里 , 称 p(x) 为 迭代 函数 , 式 (4.3) 为 迭代 公式 . 若 序 列 {zx} 存在 极限 x 即 limz 一 
Zz"， 则 称 该 迭代 格式 (4.3) 是 收敛 的 . 可 以 证 明 , 如 果 函 数 g(x ) 连续 , 在 式 (4.3) 两 端 同时 取 
极限 , 得 到 
Z ”一 pCz ) 
即 zx“ 就 是 g(x) 的 不 动 点 , 也 是 方程 f(z) 二 0 的 根 . 在 计算 中 当 z | ze 一 zx | 小 于 给 定 的 
精度 控制 量 时 , 取 ”二 x4 为 方程 的 根 . 我 们 称 式 (4.3) 为 不 动 点 迭代 法 . 
构造 不 动 点 迭代 法 的 基本 步骤 如 下 : 
@ 给 出 方程 的 等 价 形式 


"Xn 
f(z)=0Ozr =9(z) 


@ 取 合适 的 初 值 xuo, 产生 迭代 序列 

za 一 PCzi) 
@ 求 极限 

“= ims 
下 面 我 们 要 考虑 的 是 方程 的 等 价 形式 是 唯一 的 吗 ? 什么 样 的 等 价 形式 构造 出 来 的 迭代 序 

列 {z,} 是 收敛 的 ? 我 们 看 下 面 的 例子 : 
【 例 4-2】 用 近代 法 求 方程 x' 十 2z’ 一 xz 一 3==0 在 区 间 [1, 1.2] 内 的 实 根 . 
解 ”对 方程 进行 如 下 三 种 变形 
z=91(z)=(3+zx—2zr)+ 


XI‘+27z—zr—3=0=>r =9:(7) 上 | 


工 一 pa(z) 一 xz 十 2r2 一 3 
分 别 按 以 上 三 种 形式 建立 迭代 公式 , 并 取 zu =1 进行 迭代 计算 , 结果 如 下 : 
利用 第 一 种 等 价 形式 构造 近代 格式 
zi =91(z1) =(3+ zs — 272)+ 
通过 计算 得 到 
za 一 za 一 1.124123 
利用 第 二 种 等 价 形式 构造 迭代 格式 


Zi 一 Paz(Czk) 这 人 汪汪 
通过 计算 得 到 
Z6 一 Z7 一 1.124 123 
利用 第 三 种 等 价 形式 构造 迭代 格式 
Xi =p3(Tk) =Ti+27t 3 
通过 计算 得 到 
x3=96, zx4 =8.495 307 X 107 
而 方程 的 准确 根 zx ”一 1.124 123 029. 
由 【 例 4-2】 可 以 看 出 : 
中 将 f(x)==0 化 为 等 价 方程 x = 二 g(x ) 的 方式 是 不 唯一 的 , 利用 这 些 等 价 方程 构造 的 迭 
代 格 式 有 的 收敛 , 有 的 发 散 . 
@ 迭代 公式 不 同 , 收敛 情况 也 不 同 . 第 二 种 公式 比 第 一 种 公式 收敛 快 得 多 , 而 第 三 种 公式 
不 收敛 . 
那么 ,怎么 构造 收敛 速 度 较 快 的 迭代 格式 呢 ? 我 们 需要 研究 p(x ) 的 不 定点 的 存在 性 及 
迭代 法 的 收敛 性 . 


Lz 
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4.3.2 ”不 动 点 迁 代 格式 的 收效 性 定理 


定理 4.1 设 函 数 p(z) 满足 下 列 两 项 条 件 : 
(D 当 zeE[Le, bo, 有 ae 委 pCz) 委 03; 
(ii) p(x) 在 [a, 5] 上 可 导 , 并 且 存 在 正 数 工 二 1, 使 对 任意 的 x € [a, 中 ,有 wz) 委 工 . 
则 (1) 函数 g(x) 在 [a, 5] 上 有 了 唯一 的 不 动 点 xz, 即 x* 一 p(Cz  ); 
(2) 迭代 格式 zin 二 g(x) 对 任意 的 初 值 z。€ [a, 65] 均 收 敛 于 g(x) 的 不 动 点 zx" ,并 
有 误差 估计 式 
Lt* 
1z 一 ze 和 这 zi 一 zol (4.4) 
证 明 (1) 先 证 明 不 动 点 的 存在 性 . 作 函 数 f(z) = 二 x 一 pg(z), 则 有 
fla)=a—oy(a)<0 
f(D =6— p96) 0 
由 根 的 存在 性 定理 , 至 少 存在 a 三 x” 三 5b, 使 得 
f(x")=zx" —9(zx")=0 
即 x" =9p(z"). 
再 证 明 不 动 点 的 唯一 性 . 设 z" ,xz ”都 是 p(z) 的 不 动 点 , 且 x" 隆 x""， 则 有 
|z’*—z’* |=| yx)— yp(r"*)| 
=| p(x mz ) | 委 工 |z mz |<|Izx' zr |,€€[a,6] 
与 假设 矛盾 , 这 表明 x" = 二 +"“*， 即 不 动 点 是 唯一 的 . 
(2) 当 zoE [a,5j] 时 , 由 于 g(xz) € [a, 65] 可 用 归纳 法 证 明 , 迭代 序列 {zx} C [ae Oo， 
于 是 由 微分 中 值 定理 
Py ,eT Po 
和 |g'(x)| 二 L, 得 
[zm 一 z |<L|z mz’|=L|yg(r) — oy) | <LI ze mz | LY zo mz’ | 
因为 L 二 1, 所 以 当 & 一 oo 时 ,卫生 一 0，zth 下 x"， 即 迭代 格式 xin 二 p(x*) 收敛 . 
误差 估计 式 


[zm —zl=|9(z) — opr) Lz zl SL |z — zol (4.5) 
设 k 固定 , 对 于 任意 的 正 整数 p ,有 
[wm =i = nrs — irsa | | ons —rrre | + ri = 
澳 i p 
LHL ?LL*)|zr1 zol E 和 声 |z 一 zo (4.6) 
由 于 zp 的 任意 性 及 limz4ss = 二 zx" , 故 有 
Pe 
k 
改作 (4.7) 


i=L 


区 


定理 证 毕 . 

迭代 过 程 是 个 极限 过 程 . 在 用 和 迭代 法 进行 实际 计算 时 ,必须 按 精度 要 求 控制 迭代 次 数 . 误 
差 估计 式 (4.7) 原则 上 可 用 于 确定 迭代 次 数 , 但 它 由 于 含有 工 而 不 便于 实际 应 用 . 根据 
式 (4.6), 对 于 任意 正 整数 p ,有 


| zs |< [zi Trtp-l | 十 | 二 一 并 Hz- | 十 … 十 | zen 三 到 | 
委 (LL 十 LL? 十 … 十 L)|zin 一 zx| 


= 1 
T= | zen Tk |< 1—L | zen Tk | 


上 述 令 p 一 wo 及 limzirs 一 并 即 得 
pm 
1 
|z* —zl< Tr lz — zl| (4.8) 


注 4.1 式 (4.7) 表 明 工 的 值 越 接近 于 零 , 近代 法 收敛 得 越 快 , 例如 , 在 前 面 【 例 4-2】] 中 采 
用 的 三 种 迭代 公式 , 在 隔 根 区 间 (1, 1.2) 内 , 有 
z=91(7)=(3+zx—2r)+ 
工 一 paz(Z) 一 Vz 十 4 一 1 
T=93(T)=zx'++27x:—3 
通过 计算 , 有 
Xz—0.25 
(3+zx—2r°)+ 


1.2 一 0.25 


一 一 二 0.87 二 1 
(3 十 1 一 2X1.22)* 


weol-| 


pay | /Ey A ol 
|g4Cz)|=|4zs 十 4z| 之 8 
故 前 两 个 迭代 公式 收敛 , 第 三 个 迭代 公式 不 收敛 , 且 第 二 个 迭代 公式 收敛 得 最 快 . 
注 4.2 式 (4.8) 表明 , 当 工 过 1 时 , 相 邻 两 步 迭 代 之 差 的 大 小 可 以 反映 当前 迭代 值 与 方 
程 解 的 近似 程度 , 由 此 , 可 以 用 |zw 一 xz | 的 值 作为 终止 迭代 的 准则 , 即 只 要 相 邻 两 次 计算 
结果 的 偏差 |x 一 zx| 足 够 小 即 可 保证 近似 值 zx 具有 足够 精度 . 在 实际 应 用 中 , 终止 迭代 最 
好 辅 以 | f(r) | 充分 小 的 判别 . 
【 例 4-3】 求 代数 方程 x? 一 2x 一 5==0 在 zx。==2 附近 的 实 根 . 
解 ” 写 出 方程 x 二 2z 十 5 的 等 价 方程 x 二 V2z 十 5, 由 此 构造 迭代 格式 
Tk+l =V2zi 5 
-= 当 z E [1.5, 2.5] 时, |g9'(z)|<=1. 
(2z 十 5)5 
由 定理 4.1 可 知 , 构造 的 迭代 序列 收敛 . 
取 初 始 值 ze 一 2, 利用 迭代 格式 进行 计算 得 到 
zi 一 2.080 08， zy 一 2.092 35， zs 一 2.094 217 


因为 g (x) 二 字 。 
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zi 一 2.094494， xs 一 2.094543， ze 一 2.094 550 
准确 的 解 是 过 一 2.094 551 481 50. 


车 将 迭代 格式 写 为 
Xi—5 XxX’—5 
工人 1 2 ， 9Pp(CZ) 2 
当 去 语 |[ 吕 5 时 ;5 pst 世间 三 王 - > 
由 定理 4.1 可 知 , 迁 代 格式 zm 一 下， 是 发 数 的 . 


4.3.3 ”局部 收效 性 


定理 4.1 给 出 了 和 迭代 初 值 ze 取 自 区 间 [e, 5] 上 时 所 产生 的 迭代 序列 {xz} 的 收敛 性 , 通常 
称 为 全 局 收敛 性 . 有 时 不 易 检 验 定理 的 条 件 , 实际 应 用 时 通常 只 在 不 动 点 zx” 的 附近 考察 迭代 
法 的 收敛 性 , 即 局 部 收敛 性 . 

定理 4.2 ” 设 x" 是 方程 x = 二 g(x) 的 根 , g'(x) 在 点 xz" 连续 , 而 且 |yg'(x*)| 二 1, 则 存 
在 zx” 的 一 个 邻 域 S, 使 对 任意 的 x。€ S, 迭代 

TH 一 p(zk)，R 一 0，1，2，… 

局 部 收敛 . 

证 明 ”由 于 yg'(x) 在 点 x" 连续 , 则 存在 $0, 0 三 L <1,S= {x ER||zx 一 x*|<6}， 

使 对 任意 的 x E S, 均 有 | yp'(x) | 三 L 二 1, 对 任意 的 x E S, 有 

[g(r)—z’|=|pg(z) mp)|=| pe) | |r—mz’| (4.9) 
其 中 在 zx" 和 xz 之 间 , 所 以 & € S, 因此 
|p(Cz) 一 z “| 委 工 lz 一 z | 天 |z 一 z | 天 
这 表明 对 于 任意 的 zuE S, 迭代 ze 二 pg (x*),k= 二 0, 1, 2, … 生 成 的 序列 {fze}CS, 而 


且 
0 委 zx 一 z |=|p(ze) 一 pz )|<L|z zz’ | … Lt|zo mz’* | 
所 以 {xz} 收 合 , 且 以 x” 为 极限 . 

4.3.4 收 伊 阶 


为 了 刻画 迭代 序列 {zx} 的 收敛 速度 我 们 引入 收敛 阶 的 概念 , 它 是 衡量 一 个 迭代 算法 收敛 
速度 快慢 的 重要 指标 之 一 . 

定义 4.1 设 迭 代 过 程 zeaa 二 p(x) 收敛 于 方程 x=p(Cz) 的 根 x* ,车 迭代 误差 
ek 二 Xk 一 I"， 当 忆 习 oo 时 成 立 下 列 渐 近 关系 式 


el 
ef 


一 C( 常 数 C 和 0) (4.10) 


| 


"Xn 


则 称 该 迭代 法 是 p 阶 收 钱 的. 特别 地 , p ==1 时 称 线性 收敛 , 二 1 时 称 超 线性 收敛 , p 二 2 时 称 
平方 收敛 . 

定理 4.3 ”对 于 和 迭代 过 程 zt 一 g(xz*), 若 g(x) 在 所 求 根 +” 的 邻近 连续 , 并且 

9 (zt*)=9 (5)=" = (7)=0, g(r")A0 CL11Y 

则 该 迭代 过 程 在 zx” 的 邻近 是 p 阶 收敛 的 . 

证 明 ”利用 泰勒 展开 可 得 结论 , 请 读者 自己 完成 . 

上 述 定理 告诉 我 们 , 迭代 过 程 的 收敛 速度 依赖 于 迭代 函数 g(x) 的 选取 , 车 当 z € [a, 5] 
时 , g'(z) 闯 0, 则 称 该 迭代 过 程 只 可 能 是 线性 收敛 . 

【 例 4-4】 用 简单 迭代 法 求 方程 x? 一 x 一 1=0 在 区 间 [1, 2] 上 的 一 个 根 . 试用 不 同 的 方 
法 构造 迭代 格式 , 并 指出 每 一 个 格式 是 否 收敛 , 如 果 收 敛 指出 收敛 阶 . 

解 ” 格 式 1 将 原 方程 变 为 x==x? 一 1, 迭代 公式 为 zt 一 zi 一 1. 这 里 迭代 函数 p(z) 一 
zs 一 1, 有 g(x)==3x? 二 1，VYzE[1,， 2]. 若 令 ze 一 2,， 有 zl 一 7，zs 一 342，…， 和 迭代 显然 是 
不 收敛 的 . 

格式 2 ”将 原 方程 变 为 x = 二 Vz 十 了， 迭代 公式 为 ze 二 Vxh 于 工 .这 里 迭代 函数 g(x) = 
Yr 十 1, 可 以 验证 g(x) € [1, 2J, Yz € [1, 2], 且 

1 
3VCz 二 15 
故 由 定理 4.2 知 ,这 一 迭代 格式 是 收敛 的 . 由 于 pg'(x" ) 取 0, 故 其 收敛 阶 是 一 阶 的 . 


格式 3 。 将 原 方程 变 为 x 一 z 一 并 二 之 了 迁 代 公式 为 


9 (z) 一 <1, Vz € [1, 2] 


二 训 主 二 
37::—1 
+ 二 3 
这 里 渤 代 丽 数 g(z) 二 + 一 三 二 一 2 二 1 可 以 验证 g(z) € [1, 2], Vz € [1, 2], 县 
6z(z:—z—1) 
Ch = 
设 z" 是 方程 x* 一 zx 一 1 一 0 在 区 间 [1, 2] 上 的 根 , 则 有 8g'(z* ) 一 0, 故 由 定理 4.3 知 ,这 


一 迭代 格式 至 少 是 二 阶 收敛 的 . 


T= 


9 (x) = s Vx€El[li,2] 


$4.4 牛顿 法 


牛顿 (Newton) 迭代 法 是 求解 非 线 性 方程 和 方程 组 的 最 基本 最 重要 的 方法 之 一 . 目前 使 用 
的 很 多 有 效 的 迭代 法 都 是 以 牛顿 法 为 基础 ,并 由 它 发 展 而 得 到 的 . 
对 于 方程 f(x) 一 0, 可 以 构造 多 种 迭代 格式 . 牛顿 法 其 基本 思想 是 将 非 线 性 方程 f(x) 二 0 作 


[so 
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泰勒 展开 , 取 其 线性 部 分 构造 的 一 种 迭代 格式 . 牛顿 迭代 法 实质 上 是 一 种 线性 化 方法 . 
4.4.1 牛顿 挝 代 公 式 的 构造 


将 f(x) 三 0 在 初始 值 zo。 处 作 泰 勒 展开 

《元 
2! 

取 展 开 式 的 线性 部 分 作为 1/(z) 守 0 的 近似 值 , 则 有 

fr)t+f (ro)(r—zr) 0 

(zo0) (Czo) 

FE 人 人 

类 似 地 , 再 将 f(x) =0 在 zi 作 泰 勒 展开 并 取 其 线性 部 分 得 到 

f(x) 

f(z1) 


f(z)=f(z0) + ff (zo) (zx — 0) (ZC— zo 


设 了 (zo) 0, 则 工 王 zo 


2 二 并 1 一 


一 直 做 下 去 得 到 牛顿 迭代 格式 


+ k=1, 2,° (4.12) 
人 


4.4.2 ”牛顿 法 的 几何 意义 


牛顿 法 有 明显 的 几何 意义 . 方程 f(z)==0 的 根 +" 可 解释 为 曲线 y= 二 f(x) 与 x 轴 的 交点 
的 横 坐 标 . 设 迭 代 初 始 值 zo。, 以 了 (zo) 为 斜率 作 过 点 (zo。， f(zo)) 的 切线 , 即 作 f(z) 在 点 zx。 
的 切线 方程 
y—f(ro)=f (xo) (zr— ro) 


令 y = 二 0, 则 得 此 切线 与 x 轴 的 交点 x1， 即 了 
oc f(ro) 
TE 


再 作 f(x) 在 点 (zx1, f(z1)) 处 的 切线 , 得 交点 zs， 
逐步 台 近 方程 的 根 x“. 如 图 4.1 所 示 . 

在 区 域 [xo, zo 十 hj] 的 局 部 “以 直 代 曲 ” 是 处 理 非 线 
性 问题 的 常用 手法 . 在 泰勒 展开 中 , 截取 函数 展开 的 线性 ”| 
部 分 替代 f(x). 图 4.1 ， 牛顿 切线 法 示意 图 


4.4.3 “牛顿 法 的 收效 性 
牛顿 迭代 格式 对 应 于 f(z) 一 0 的 等 价 方程 是 


工 一 p(z) 一 工 一 


Ce 
可 以 算出 9 人) 一 TFT 


车 zx* 是 f(x) 的 单 根 时 , f(z*)==0, f(zx*) 关 0, 则 有 yg'(x*)==0, 于 是 根据 定理 4.3， 
牛顿 法 在 根 +” 附近 至 少 是 一 阶 收 敛 的 , 又 因为 
CD 


LA 和 | 0 
9 (zx°) PEI 
= gE) (zy 一 到 和 
i ii NE 
a (zi =2" BP 


可 以 断定 , 牛顿 法 在 根 +” 附 近 是 平方 收敛 的 . 

【 例 4-5】 用 牛顿 迭代 法 求 方程 f(x) 二 zx? 一 7.7z? 十 19.2zx 一 15.3 在 zx。 二 1 附近 的 根 . 
解 ”由 式 (4.12) 得 方程 的 牛顿 迭代 格式 为 

_ 帮 一 7.7z 十 19.2zt 一 15.3 


本 3z8 一 15.4zx 十 19.2 

计算 结果 见 表 4.2. 
表 4.2 ”计算 结果 表 

k Th Cr) 
0 1.00 一 2.8 
1.411 76 一 0.727 071 
2 1.624 24 一 0.145 493 
3 1.6923 一 0.0131 682 
4 1.699 91 一 0.000 1515 
5 1.7 0 


4.4.4 上 机 程序 
牛顿 法 上 机 程序 如 下 : 


这 里 ,f 和 df 分 别 表示 f(x) 及 其 导数 ,x0 为 迭代 初 值 ,N 为 最 大 迭代 次 数 ,默认 为 100, 输 出 
结果 返回 方程 的 近似 根 . 
对 于 【 例 4-11, 输 入 下 列 命令 : 


仅 需 迭 代 3 次 ,得 到 结果 : 
y=1.36523660020212 


4.4.5 算法 评价 


牛顿 迭代 法 的 优点 是 收敛 速度 快 , 不 足 之 处 是 每 一 步 都 要 计算 f(x) 和 f(x,), 计算 量 
较 大 . 还 有 初始 近似 z。 只 有 在 +” 附近 才能 保证 收敛 . 若 rz。 选择 不 合适 , 则 可 能 不 收敛. 


$4.5 弦 截 法 


牛顿 法 在 求 zi 时 不 但 要 求 给 出 函数 值 f(x), 而 且 要 求 提供 导数 值 4 (x). 当 函 数 f 
比较 复杂 时 ,提供 它 的 导数 值 往往 是 有 困难 的 , 为 了 回避 导数 值 4(z,) 的 计算 , 可 以 改 用 差 
商 来 代替 导数 , 从 而 得 到 了 另 一 种 非 线 性 迭代 方法 一 一 弦 截 法 . 


4.5.1 “了 弦 截 法 只 代 格式 


在 牛顿 迭代 格式 中 
fm) 


TH 三 Th 7 
Fri 


用 差 商 f[zxi1， 和 
TAKE 工人 1 


那么 迭代 格式 可 写成 如 下 形式 


一 0，1，… 


代替 导数 广 (ze), 并 给 定 两 个 初始 值 xy 和 zi， 


f(r) zr — rin) 曙 
(zt 一 FCze) 


LD (4.13) 


t+H Th 


式 (4.13) 称 为 弦 截 法 ， 也 叫 割 线 法 . 
用 弦 截 法 迭代 求 根 , 每 次 只 需 计算 一 次 函数 值 而 用 牛顿 迭代 法 每 次 要 计算 一 次 函数 值 
和 一 次 导数 值 . 但 弦 截 法 收敛 速度 稍 慢 于 牛顿 欠 代 法 . 
3| 


"Xa 


4.5.2 ”了 纺 截 法 的 几何 意义 


在 曲线 y= 二 f(x) 上 做 过 两 点 (x。， f(zxo)) 和 (zi,， f(z1)) 的 一 条 直线 ( 弦 ), 该 直线 与 x 
轴 的 交点 就 是 生成 的 迭代 点 x。, 再 做 过 (zi， f(z1)) 和 (zx。, f(zs)) 的 一 条 直线 , zx; 是 该 直线 
与 x 轴 的 交点 ,逐步 到 近 非 线性 方程 的 根 xz* ,如 图 4.2 所 示 . 


多 


4.2 ” 弦 截 法 示意 图 


4.5.3 ”了 弦 截 法 的 收效 性 


事实 上 , 下 面 定 理 断 言 ， 弦 截 法 具有 超 线性 的 收敛 性 . 
定理 4.4 ”假设 f(z) 在 根 x+” 的 邻 域 A:|z 一 x" | 三 6 内 具有 二 阶 连续 导数 , 且 对 任意 
EA 有 f(rx) 关 0, 又 初 值 zi, zi € A, 那么 当 邻 域 A 充分 小 时 ,， 弦 截 法 
f(z) ri 一 Ze) 


XH 一 2 Pn fm » Ny Or 
将 按 阶 p = 之 1.618 收敛 到 根 x . 
定理 证 明 可 见 参考 文献 [3]. 


【 例 4-6】 用 弦 截 法 求 方程 
jz) 一 zs 一 7.7z2 十 19.2z 一 15.3 
的 根 , 取 xz。=1.5, zs 一 4.0. 


解 FE = Wim) 
FOr = Fey 


计算 结果 见 表 4.3. 
表 4.3 ”计算 结果 表 


k Zk f(r) 
0 1.5 一 0.45 
1 4 

2 


1.909 09 0.248 835 


( 续 表 ) 
k Eo f(r) 
3 1.655 43 一 0.080 569 2 
4 1.717 48 0.028 745 6 
5 1.701 16 0.001 959 02 
6 1.699 97 一 0.000 053 924 6 
” Ee 9.459 10™ 


4.5.4 ”上 机 程序 
割 线 法 上 机 程序 如 下 : 


对 于 [【 例 4-1】, 输 入 下 列 命 令 : 


迭代 4 步 ,得 到 方程 的 解 : 
“ans=1.36523009820767 


4.5.5 ”算法 评价 


弦 截 法 与 牛顿 法 都 是 线性 化 方法 ,但 是 两 者 有 本 质 的 区 别 .牛顿 法 在 计算 zea 时 只 用 到 前 
一 步 的 值 xx ,而 弦 截 法 在 求 zi 时 要 用 到 前 面 两 步 的 结果 zx,ze-: ,因此 使 用 这 种 方法 必须 先 
给 出 两 个 开始 值 xu ,zi. 弦 截 法 收敛 速度 也 是 很 快 的 ,具有 超 线性 收敛 性 质 . 
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$ 4.6 ” 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 


非 线性 方程 更 多 的 还 是 多 个 变量 、 多 个 方程 耦合 的 . 当 变量 的 个 数 不 止 一 个 时 , 问题 则 会 
更 复杂 . 这 里 我 们 给 出 求解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 . 首先 我 们 考虑 两 个 方程 两 个 未 知 数 的 情形 . 


4.6.1 二 阶 非 线性 方程 组 的 牛顿 方法 


设 二 阶 方程 组 
PCz，y) 一 0 
pe 
其 中 zz, y 为 自 变 量 . 为 了 方便 起 见 , 将 方程 组 写成 向 量 形式 
CY 刚 
f(w)= 
f(r, y) 


#xw= 人 7 


给 定 初 值 (zu'yo) ,将 fi1(r，y)， f(z，y) 在 (zo,yo) 处 作 二 元 泰勒 展开 , 并 取 其 线性 
部 分 , 得 到 方程 组 


) f(zo Yo) ) fxos Yo) 


《本 3 十 (> 一 2 本 
ay 
9f2(zxo, ) 9fs(zxo, ) 
icon ey 二 EO Se 
EE y 
令 工 一 zo 王 Arz,y 一 yo 一 Ay,， 则 有 
azoy yo) afi(zo0s yo) 
Az 1 二 2 Ay ! x “ fi(zxo, yo0) 
9fs(zxo, y0) 9f:(xo0, yo0) 
到 fi(zo, Yo Ry fi(xo, Yo Re en 
az ay 


解 出 Az ，Ay，, 得 


Arz Xo 二 Ax | 
ad a vd 
Ay yo 十 Ay 231 


将 J(Czl *y) ,zi yy) 在 (zi y1) 处 泰勒 展开 , 取 其 线性 部 分 . 


再 列 出 方程 组 : 
afi(zi， y1) 9fi(zx1, y1) 
filxi, Yi ee fi(z1, (y—y1) filz1, y1) 
9 工 9y 
9fa(zx1s y1) 9fa(z1, y1) 
fs 一 yi 过 fs 4 (y—y1) fsx1, y1) 
工 


解 出 Az 二 zx 一 x+1, Ay 一 y 一 y1, 得 出 


| 
W， 一 一 
yi 十 Ay a 


继续 做 下 去 , 每 一 次 迭代 都 是 解 一 个 方程 组 


af: of 
Ar 中 zx 9y 

Je | | | 证 ET 
Ay — f(xe, yx) 9fs 9fs 
dr By 


Ar 


TH Ths Ay 一 yt yk 


非 线 性 方程 的 数值 解法 


为 了 的 雅 可 比 矩 阵 . 


即 zihH 一 zt 十 Az，ytl 二 yt 十 Ay, 直到 max(|Az|,，|Ay|) 到 es 为 止 . 


【 例 4-7】 求解 非 线性 方程 组 
filz, y)=4—zx’—y’=0 
Pra ga 


取 初 六 值 w 一 | | 
一 1.7 


解 “计算 雅 可 比 矩 阵 
af of 
orz 9y Js 了] 
J(r,y)=| . |= 
9f: 9j = sh | 
ar ay 
代入 初 值得 到 
| 一 2 | 
J(zo，yo) 一 
一 2718 .28 一】 
人 | 0.11 ) 
F(wo) 一 一 
azo，2yo) 一 0.018 28 
一 2Az 十 3.4Ay 王 一 0.11 
人 2.718 28Az 一 Ay 一 0.018 28 
解 方程 组 得 到 


网 | 0.004 256 ) 
Aw 一 一 
Ay 一 0.029 849 
1 0.004 256 1.004 256 
| j+ ]-( } 
一 1.7 一 0.029 849) \—1.729 849 
继续 做 下 去 , 直到 max(|Az | . |Ay|) 到 10- 时 停止 . 
4.6.2 高 阶 非 线性 方程 组 的 牛顿 方法 


我 们 将 两 个 变量 的 非 线 性 方程 组 推广 到 多 个 变量 的 非 线性 方程 组 : 


"a 


记 


Tg 


f(z Ze) 一 0 
(4.14) 
[站 


FRY = EE a FL Bs a ss Fs 
则 非 线 性 方程 组 (4.14) 可 以 写成 


F(X)=0 (4.15) 
将 单个 方程 的 牛顿 法 直接 用 于 方程 组 (4.15), 则 可 以 得 到 解 非 线 性 方程 组 的 牛顿 迭代 法 
i hd he et i hil) (4.16) 
其 中 
af1(X) 9f1(X) a 9f1(X) 
a9zi rs 9 元。 
9fs(X) 9f,(X) we 9f,.(X) 
F’'(X)= Dzrl bk drs 


afn(X) If(X) 9f,(X) 
EE gxs Ek 
称 F(X) 为 F(X) 的 雅 可 比 (Jacobi) 矩阵 . 计算 中 采用 下 列 方法 计算 (4.16) 
下 (和 )AX =—F (Xu) 
At 二 其 扩 十 AX* 
一 直 做 到 | AX” | 。 小 于 给 定 精度 为 止 . 
【 例 4-8】 求解 方程 组 


Crzi XTX2)=Xx1++27rs—3=0 
ee a 
给 定 初 值 X' 二 (1.5, 1.0)7. 
解 “ 先 求 雅 可 化 矩阵 
, 1 i 1 2x2 = 
F(X)= ， F(X) 一 一 一 一 一 
4z1 2zs 2z: 一 8zl 一 4zi 贡 
用 牛顿 法 得 


1 2z 史 一 2 多 十 2z 多 一 3 
汪汪 全 一 = 一生 二 一 
2z0 一 8z Ck) (2 2 (KE) 2 
TI2 TI1 \ 一 4zr1 1 Fe 2 


即 


要 


(TH) 一 2 ( 吕 )2 一 工科 史 一 3z 和 十 5 


CD 


DD CD 
CK) 
1 4z1l 


Tl 


,k=0, 1, 
(xz): 一 2 (多 ) 一 8z 多 多 十 12z 多 一 5 


2(z 史 一 4z 和 5) 

由 于 一 (1.5，1.0)7 逐次 迭代 得 到 

= 

x 一 (1.488 095,0.755 952)T 
x 一 (1.488 034, 0.755 983)T 


zr wa 工 oY 


$4.7 上 机 实验 


4.7.1 实验 目的 


1. 分 别 用 二 分 法 、 牛 顿 法 和 弦 截 法 求解 非 线 性 方程 . 
2. 学 会 用 MATLAB 软件 求解 非 线 性 方程 . 


4.7.2 ”实验 内 容 与 要 求 


1. 利用 二 分 法 ,牛顿 法 和 弦 截 法 分 别 求解 非 线性 方程 ,比较 三 种 方法 的 收敛 速度 和 精度 . 
2. 利用 MATLAB 中 已 有 的 命令 计算 非 线 性 方程 和 非 线 性 方程 组 的 根 . 

(1) 最 小 二 乘法 . 

格式 :fsolve('fun',x0) % 求 方程 fun= 0 在 估计 值 x0 附近 的 近似 解 . 

【 例 4-9】 求 方程 x 一 e “==0 的 解 . 


【 例 4-10】 求解 方程 5x?sinz 一 e* 一 0, 观 察 知 有 多 解 ,如 何 求知 ? 
解 ” 先 用 命令 fplot('[5* x^2* sin(x) - exp(- x),0]',[0,10]) 作 图 4.3. 
方程 在 [0, 10] 区 间 从 图 中 可 看 出 有 4 个 解 ,分 别 在 0,3,6,9 附近 ,所 以 用 下 列 命令 : 


得 出 结果 : 


8 


| 


一- 


图 4.3 Sx?sinx 一 er 的 图 像 


[ 例 411】 求解 方程 组 xX—0.7sinz 一 0.2cosy =0 
人 一 0.7cosz 十 0.2siny 一 0. 


解 ” 先 编制 文件 fu.m: 


在 命令 窗口 调用 fu 运算: 


(2) 零点 法 . 

格式 :fzero(f,x0) % 求 方程 f= 0 在 x0 附近 的 根 . 

说 明 :方程 可 能 有 多 个 根 , 但 fzero 只 给 出 离 x0 最 近 的 一 个 根 ; 若 x0 是 一 个 标量 , 则 fzero 
先 找 出 一 个 包含 x0 的 区 间 ,使 得 { 在 这 个 区 间 两 个 端点 上 的 值 异 号 ,然后 再 在 这 个 区 间 内 寻找 
方程 ==0 的 根 ; 如 果 找 不 到 这 样 的 区 间 , 则 返回 NaN. 若 x0 是 一 个 2 维 向 量 , 则 表示 在 
[x0(1)，x0(2)] 区 间 内 求 方程 的 根 ,此 时 必须 满足 f 在 这 两 个 端点 上 的 值 异 号 . 


sin 


【 例 4-12】 求 函数 f(z) 二 


十 zxe” 一 4 的 零点 . 


TI 


注意 ”方程 解 的 估计 值 x0 可 以 用 fplot 作 图 看 出 ;用 funciton 建立 函数 文件 fn, 求解 调用 
时 fn 两 边 要 加 单 引 号 ,而 用 inline 时 fn 两 边 不 要 加 单 引 号 . 
(3) 代数 方程 的 符号 解 . 


ba 


第 4 章 “ 非 线性 方程 的 数值 解法 


s= solve(f,v) : 求 方程 关于 指定 自 变量 的 解 ; 

s= solve(f) : 求 方程 关于 默认 自 变 量 的 解 . 

其 中 ,f 可 以 是 用 字符 串 表 示 的 方程 或 符号 表达 式 ; 若 f 中 不 含 等 号 , 则 表示 解 方程 [一 0. 
solve(fi, fo fy， vv …，vN) 求解 由 ff,，…, fx 确定 的 方程 组 关于 Vi, ve,，*…, vy 
的 解 . 


4.7.3 ”实验 题目 


1. 分 别 利 用 二 分 法 .牛顿 法 和 弦 截 法 程序 计算 
太 (z) 一 za 一 7.7z2 十 19.2z 一 15.3 
初 值 为 x。 = 二 1.5, xz = 二 4.0, 精 度 为 10. 
2. 利用 MATLAB 已 有 的 命令 求解 方程 3x? 一 e 一 0. 


习 题 


1. 用 二 分 法 求 方程 x? 一 x 一 1=0 的 正 根 , 要 求 误差 小 于 0.05. 

2. 用 牛顿 法 求解 方程 zer 一 1 二 0, 要 求 误差 小 于 10 一 . 

3. 为 求 方程 x 一 zx’ 一 1 二 0 在 zx。 二 1.5 附近 的 一 个 根 , 设 将 方程 改写 成 下 列 等 价 形式 , 并 
建立 相应 的 迭代 公式 . 


(Dz 一 1 十 十 克 代 公式 zim 一 1 十 十 
[3 


(2) zs 二 1 十 x?， 和 迭代 公式 za 一 VI 二 zi; 

了 2 

试 分 析 每 种 迭代 公式 的 收敛 性 , 并 选取 一 种 公式 求 出 具有 四 位 有 效 数字 的 近似 根 . 
4. 比较 求 e* 十 10z 一 2 二 0 的 根 到 三 位 小 数 所 需 的 计算 量 : 

(1) 在 区 间 [0, 1] 内 用 二 分 法 ; 


(2) 用 和 迭代 法 an -2 2 , 取 初 值 <。 一 0. 


5. 分 别 用 二 分 法 和 牛顿 法 求 zx 一 tan xz ==0 的 最 小 正 根 . 
6. 应 用 牛顿 法 于 方程 xz? 一 a 一 0, 导出 立方 根 Va 的 迭代 公式 , 并 讨论 其 收敛 性 . 
7. 求 函数 f(x) 二 x 一 10x? 十 19.68zx 一 10.944 的 正 实 根 , 精度 要 求 s 一 10-. 
zy 一 z 半 十 1 
8. 用 牛顿 法 解 方程 组 1zyz< 十 y? 二 xz? 十 2 
e’ 十 z= 三 @? 十 3 


1 3 
KBE = 迭代 公式 zin 一 


第 5 童 ” 解 线性 方程 组 的 直接 法 


$5.1 引 言 
本 章 讨论 线性 方程 组 
alzl 十 aizzz 十 … 十 az 一 0 
asizl 十 azzzz 十 … 十 aznzn 一 0z 
(5.1) 
aazl 十 anaZ2 十 … 十 amZn 一 0 
的 数值 解法 . 
我 们 将 (5.1) 写成 矩阵 形式 ， 简 记 为 
Ax =b 
关于 线性 方程 组 的 解法 一 般 有 两 大 类 : 
1. 直接 法 


经 过 有 限 次 的 算术 运算 , 可 以 求 得 方程 组 的 精确 解 (假定 计算 过 程 没有 舍 入 误差 ), 因此 
又 称 为 精确 法 . 这 种 方法 通过 矩阵 约 化 将 原 方程 组 化 成 为 与 之 等 价 的 三 角形 方程 组 或 其 他 形 
式 的 可 以 直接 求解 的 方程 组 而 实现 的 . 这 类 算法 中 最 基本 的 和 具有 代表 性 的 算法 就 是 高 斯 消 
去 法 , 但 实际 计算 中 由 于 舍 人 误差 的 存在 和 影响 , 因此 精确 解 也 是 不 精确 的 . 所 以 一 个 直接 方 
法 只 有 使 入 误差 是 可 以 控制 的 时 候 才 是 可 行 的 . 古典 的 高 斯 消 元 法 正 是 在 威 尔 金森 
(Wilkinson) 1963 年 证 明了 其 误差 是 可 以 估计 之 后 , 才 又 成 为 最 常用 的 算法 . 

本 章 重 点 讨论 高 斯 消 元 法 的 各 种 计算 格式 并 且 分 析 它 们 的 计算 误差 . 

2. 迭代 法 

用 某 种 极限 过 程 去 逐步 逼近 方程 组 精确 解 的 方法 称 为 选 代 法 . 迭代 法 具有 计算 机 的 存储 
单元 较 少 、 程 序 设计 简单 、 原 始 系数 矩阵 在 计算 过 程 中 始终 不 变 等 优点 , 但 存在 收敛 条 件 和 收 
敛 速度 问题 . 迭代 法 是 解 大 型 稀疏 和 矩阵 方程 组 (尤其 是 由 微分 方程 离散 后 得 到 的 大 型 方程 组 ) 
的 重要 方法 . 
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$5.2 消 元 法 


5.2.1 三 角形 方程 组 的 解 


形 如 下 面 的 三 角形 方程 组 比较 容易 求解 : 
1. 上 三 角 和 矩阵 所 对 应 的 线性 方程 组 


zzZ1 十 xzsz 十 2 十 xzn 一 0 
M222 十 ep 十 uznT, 二 bs 
UmTn =b 
解 为 
a 
b | I 
六 和 Po 
Ls J 9 y= 
Um Un—ln-l un 
2. 下 三 角 和 矩阵 所 对 应 的 线性 方程 组 
luyi 一 0 
Zayl Lys 二 02 
ayat lyst yD 
解 为 
n—l 
6b, 一 ly 
bi bs — lay1 om 2 Oe 
Jy1 Es » 2 Pa » 9 Vn Pa 


以 上 两 种 类 型 的 方程 组 计算 量 ( 乘 除法 的 主要 部 分 ) 都 为 2 易 看 出 , 当 系数 矩阵 为 三 角 
矩阵 时 ,方程 组 容易 求解 . 因此 ,对 于 一 般 的 线性 方程 组 , 我 们 可 以 将 其 转化 成 等 价 的 三 角形 
方程 组 来 求解 . 

5.2.2 高 斯 消去 法 
1. 高 斯 消去 法 计算 公式 
首先 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 消 去 法 的 基本 思想 . 


"a 


【 例 S-1】 用 消去 法 解 线性 方程 组 
Xl 十 Xs 十 Xs 二 6 


4r: 一 Xx3 二 5 (5.2) 


2zl 一 2zz 十 并 一 1 
解 第 1 步 , 将 方程 组 (5.2) 的 第 一 个 方程 乘 上 一 2 加 到 第 三 个 方程 上 去 , 消去 第 三 个 方 
程 中 的 未 知 数 zi， 得 到 
一 4zs 一 业 一 一 11 (5.3) 
第 2 步 , 将 方程 组 (5.2) 的 第 二 个 方程 加 到 方程 (5.3) 上 去 , 消去 (5.3) 中 的 未 知 数 zx。， 得 
到 与 原 方程 组 等 价 的 三 角形 方程 组 
Xl 十 Xs 十 zi 一 6 
4zs 一 zs 一 5 (5.4) 
一 2xzs 一 一 6 
显然 , 方程 组 (5.4) 是 容易 求解 的 , 解 为 x* 一 (1，2, 3)7. 
下 面 我 们 按照 矩阵 变换 的 观点 来 描绘 消 元 的 过 程 : 上 述 过 程 相 当 于 对 方程 的 增 广 阵 作 初 
等 行 变换 
1 1 1 6 1 VW 6 
0 4—15 0 4 一 1 5 04 一 1 5 
2—2 11 0 一 4 一 1 一 11 0 0 一 2 一 6 
由 此 看 出 , 用 消去 法 解 方程 组 的 基本 思想 是 用 逐次 消去 未 知 数 的 方法 把 原 方程 组 Ax ==b 
化 为 与 其 等 价 的 三 角形 方程 组 ,而 求解 三 角形 方程 组 可 用 回 代 的 方法 求解 . 换 句 话说 , 上 述 过 
程 就 是 用 初等 行 变 换 将 原 方程 组 系数 矩阵 化 为 简单 形式 (上 三 角 和 矩阵 )， 从 而 求解 原 方程 组 
(5.1) 的 问题 转化 为 求解 简单 方程 组 的 问题 . 或 者 说 , 对 系数 矩阵 4 施行 一 些 行 变换 (用 一 些 简 
单 矩 阵 左 乘 4) 将 其 约 化 为 上 三 角 和 矩阵 ,这 就 是 高 斯 消去 法 . 
下 面 , 依照 上 述 思 想 推 导 消 元 法 的 一 般 形式 :将 方程 组 (5.1) 改 为 4AMx = ,其 中 4 一 
人 
(1) 第 1 步 (k=1) 
设 as? #0, 首先 计算 乘 数 
ma =ad /atl? ,i =2, 3, …,n 
用 一 ma 乘 (5.1) 的 第 一 个 方程 , 加 到 第 i 个 (i = 二 2, 3, …, 2) 方程 上 , 消去 (5.1) 的 从 第 
二 个 方程 到 第 ”个 方程 中 的 未 知 数 zi, 得 到 与 (5.1) 等 价 的 方程 组 


1 1 6 


(A:b) rs 2r1 73 十 rz 


《1) (1) 《1) pl) (1) (1) (1) 《1) 
要 ai Qi … az 1fzl bi 
(2) (2) 一 万 (2) (2) (2) 2) 
Q22 7T2 十 … 十 ainTn 一 02 0 az2 "azn Et bs 
=> 三 
(2) 《2) = (2) 
de mad am B=bs 0 a “3 am \z) We 
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简 记 为 
ADY 一 万 (2 
其 中 42x 一 82 的 元 素 计算 公式 为 
a =a —imtay 


， i=2, ,nj =2, ,nn 
bl 一 00D —miblY 


(2) 第 上 次 消 元 (一 1, 2,…,n 一 1) 
设 上 述 第 1 步 , …， 第 & 一 1 步 消 元 过 程 计 算 已 经 完成 , 即 已 计算 好 与 (5.1) 等 价 的 方程 
组 , 简 记 为 A“x 一 5， 其 中 


《1) 《1) 《1) 《1) 《1) 
au 以 12 ”a aln EL bi 

(2) (2) (2) (2) 

WD i A a || as bs 

= (5.5) 

a ad ||zs be 

(Rk) (4k) (k) 

wa ed NOS 


设 < 只 关 0, 计算 乘 数 
ma=al /a , i=k 二 1,.…,n 
用 一 mi 乘 (5.5) 的 第 个 方程 加 到 第 i 个 (Gi 二 & 十 1,…,n) 方 程 上 , 消去 从 第 & 十 1 个 方程 
到 第 个 方程 中 的 未 知 数 z，，, 得 到 与 (5.1) 等 价 的 方程 组 4“?x==bp**? ,其 中 4%1? bt 的 
元 素 计算 公式 为 


al 一 4 入 — ma ,i,j =k 二 1; ,nn 
(5.6) 
DED 一 0 — mb i=k 二 1,.…,n 


显然 A“ 中 从 第 1 行 到 第 & 行 与 4% 相同. 
(3) 继续 上 述 过 程 , 上 且 设 < 忠 和 0 (二 1, 2,…, nn 一 1), 直到 完成 第 一 1 步 消 元 计算 . 
最 后 得 到 与 原 方程 组 等 价 的 简单 方程 组 4x = 二 b”, 其 中 A” 为 三 角 和 矩阵 , 即 


(CD (CD 3 CD) 
all Qi * ailn Xl bi 
(2) 2) (2) 
Qa22 ”as 并 2 b2 
一 (5.7) 
aw)lz,) om 


由 方程 组 (5.1) 约 化 为 (5.7) 的 过 程 称 为 消 元 过 程 . 
如 果 A 是 非 奇 异 矩 阵 , 且 a 从 关 0 (k= 二 1, 2,…, nn 一 1), 求解 三 角形 方程 组 (5.7), 得 到 
求解 公式 
x = /am 


(5.8) 
二 一 由 Ma 时 k=n— 1, 元 一 25 ,1 
j=k+1 


"Xa 


(5.7) 的 求解 过 程 (5.8) 称 为 回 代 过 程 . 

注 5.1 设 Ax 二 b, 其 中 A € R” 为 非 奇异 矩阵 ,， 如果“ 中 二 0, 由 于 A 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 
所 以 4 的 第 1 列 一 定 有 元 素 不 等 于 零 , 例如 an 天 0, 于 是 可 交换 两 行 元 素 ( 即 rx), 将 a 
调 到 (1, 71) 位 置 , 然后 进行 消 元 计算 , 这 时 4” 右 下 角 和 矩阵 为 ， 一 1L 阶 非 奇 异 矩 阵 , 继续 这 过 
程 , 高 斯 消去 法 照样 可 进行 计算 . 

在 此 基础 上 , 得 到 顺序 高 斯 消去 法 的 算法 步 又 . 

算法 5.1 (顺序 高 斯 消去 法 ) 

第 1 步 , 输 入 系数 矩阵 4, 右 端 项 上 ,， 置 上 一 1. 


第 2 步 , 消 元 
mig 一 只 
QQ 大 
arD =a® — mi*aP ,i=k 二 1, ,m3j = 十 1, ,nn 
btD =6® — mb 
第 3 步 , 回 代 


一 0 /am 
Zi 一 (各 一 D1 apz) /a , k=n—1,n—2,.…,1 
j=k+1 
下 面 我 们 计算 高 斯 消去 法 的 计算 量 , 此 处 我 们 只 考虑 乘除 法 次 数 . 
在 消 元 过 程 中 , 第 k(k 二 1, …, n 一 1) 步 消 元 , 有 
(n—k)(n—k 二 1)+ (nm—k)=(n—k)(n—k++2) 


nl 2 一 1! 
Ni 一 > 人 一 Am 一 人 十 2) 一 >) 计 十 2 
k=1 i=1 


nn D2n Do 1) n(nO—1)(2n++5) 
6 | 6 


在 回 代 过 程 中 , 计算 zi(k 二 n,，…,2, 1) 时 , 有 nn 一 k 十 1 次 乘除 法 , 共 


NN 3 +1 3 n(n+t+1) 
k=1 


i=1 2 
消 元 和 回 代 过 程 共计 
nn 2 
Ni 十 Ni 二 3 


次 乘除 法 . 可 见 , 消 元 过 程 的 计算 量 为 Ol ), 而 回 代 过 程 的 计算 量 为 O(n*), 因此 , 顺序 高 斯 
消 元 法 的 计算 量 主要 在 消 元 过 程 部 分 . 


as. 
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算法 5.1 要 求 对 所 有 的 有 二 1,…, n, a 入 关 0, 此 时 , 称 顺序 高 斯 消去 法 是 可 行 的 , 一 般 
将 a 绍 天 0 成 为 第 & 步 消 元 的 主 元 . 矩阵 在 什么 条 件 下 才能 保证 < 忠 了 关 0? 下 面 的 定理 给 出 了 
这 个 条 件 . 
定理 $.1 主 元 素 a 久 了 关 0(i 一 1,…, 上) 的 充 要 条 件 是 矩阵 4 的 顺序 主子 式 D; 关 0(i 一 
1, 2,…, A). 即 
A A 
Dy = | $0 =127 my 
Pr 
证 明 ”首先 利用 归纳 法 证 明定 理 5.1 的 充分 性 , 显然 , 当 上 二 1 时 定理 的 充分 性 是 成 立 
的 , 现 假设 定理 是 一 1 是 成 立 的 , 求证 定理 对 亦 成 立 由 归纳 法 ， 设 有 
D; 关 0(i 二 1, 2,…,k), 于 是 可 用 高 斯 消去 法 将 A =4 约 化 到 A 中 , 即 


CD) (1) (DD CD 


QU  Q12 ™” alk aln 
(2) (2) (2) 
i 
APT—>A®= 
Ck) (Ak) 
a Qn 
(4) Ck) 
Qn Gm 
《1) DD 
a 0 D2) (DD (2) (3) 
D,= wp | D; 一 Qi asz Q33 
Q22 
(1 1 《1) 
QI Ui 
。 。 ) 
也, = “|=aPa 罗 …a 钨 (5.9) 


(k) 
a 由 


由 设 刀 ,天 0G 一 1, 2,…,k) 及 式 (5.9), 则 有 a 和 去 0, 即 定理 的 充分 性 对 成立. 显然 ， 
由 假设 外 关 0G 一 1, …, &)， 利用 式 (5.9) 可 推出 D; 关 0(i==1, 2,…,). 
推论 5.1 若 4 的 顺序 主子 式 D; 了 关 0 二 1, 2,…, 7 一 1), 则 
ca 外 =Di, 
a DD =2 
2. 高 斯 列 主 元 消 元 法 
由 高 斯 消去 法 知道 , 在 消 元 过 程 中 可 能 有 cx 史 =0 的 情况 , 这 时 消去 法 将 无 法 进行 ;即使 
主 元 素 a 移 冯 0 但 很 小 时 , 用 其 作 除 数 , 会 导致 其 他 元 素数 量 级 的 严重 增长 和 舍 入 误差 的 扩 
散 , 最 后 也 使 得 计算 解 不 可 靠 . 即 当 a 人 二 0 时 , 高 斯 消 元 法 无 法 进行 ,或 |a 多 | 之 1 时 , 带 来 
舍 人 误差 的 扩散 . 
时 | 


"Xa 
0.000 01zx1 十 zs =1.000 01 


【 例 5-2】 (小 主 元 ) 求解 方程 组 | ， 用 4 位 浮 点 数 进行 计算 . 


2zl 十 Za 一 3 


1 
精确 解 为 x* -| | 


解 (方法 1) 高 斯 消去 法 (用 4 位 有 效 数字 ) 
fo.1o00X10 0.1000X10 0.1000X10 
-| 0.100 0 X 10 | 
rs 一 0.2 X 10sr; [0.100 0X 10- 0.1000 X10 0.1000 X10 
| 一 0.2000 X 10° ww 

得 到 : zs 一 0.100 0 X 10 =1， zi 二 0 (小 主 元 产生 了 大 误差 ). 

为 什么 会 出 现 这 样 的 结果 呢 ? 显然 , 计算 得 到 的 解 zx =0 是 一 个 很 坏 的 结果 , 不 能 作为 
方程 组 的 近似 解 . 其 原因 是 我 们 在 消 元 计算 时 用 了 小 主 元 0.000 01. 使 得 约 化 后 的 方程 组 元 素 
数量 级 大 大 增长 , 经 再 伟人 使 得 在 计算 (2, 2) 元 素 时 发 生 了 严重 的 相 消 情况 , 因此 经 消 元 后 得 
到 的 三 角形 方程 组 就 相当 不 准确 了 ,所 以 产生 了 很 大 的 误差 . 结果 是 不 能 用 的 . 

(方法 2) ” 列 主 元 消 元 法 , 先 交换 行 

0.1000X10 0.1000X10 0.1000X10 
| 10 0.1000X10 0.3000X 本 
th X10 0.1000X10 0.3000X _ 


rimrs 
0.1000X10™% 0.1000X10 0.1000X10 


和 0X10 0.1000X10 0.3000X 加 
rz 一 0.5 X 10-5r1 
es 0.1000X10 0.1000X10 

得 到 z=0.1000 X10=1, zi 一 0.1000X10 王 1. 

这 个 例子 告诉 我 们 , 在 采用 高 斯 消去 法 解 方程 组 时 ,小 主 元 可 能 产生 麻烦 , 故 应 避免 绝 
对 值 小 的 主 元 素 a 点 , 对 一 般 和 矩阵 来 说 , 最 好 每 一 步 选取 系数 矩阵 (或 消 元 后 的 低 阶 矩阵 ) 中 绝 
对 值 最 大 的 元 素 作为 主 元 素 . 下 面 介 绍 列 主 元 消去 法 . 

设 方程 组 (5.1) 的 增 广 矩阵 为 


av a ain | bi 
六 Qa2n | b2 
B= 
i 
首先 在 4 的 第 1 列 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 作为 主 元 素 , 例如 
la | 一 max | a | 和 关 0 


然后 交换 B 的 第 1 行 与 第 六 行 , 经 第 1 次 消 元 计算 得 


(A|b)— (A® 1852) 
[8 
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重复 上 述 过 程 , 设 已 完成 第 & 一 1 步 的 选 主 元 素 , 交换 两 行 及 消 元 计算 ，(4 | b) 约 化 为 


un dR HU | 
a22 CE Qok Pr 2n bp? 
(A® [本 
i 人 
pk amllb 


am ?amb 


其 中 A 的 元 素 仍 记 为 


aj，b“ 的 元 素 仍 记 为 5;. 


第 & 步 的 选 主 元 素 ( 在 4% 右 下 角 方 阵 的 第 1 列 内 选 ), 即 确定 加, 使 
| eax |=max | a” | 夫 0 
交换 (A | bp) 第 上 行 与 i (k= 二 1, 2,…, nn 一 1) 行 的 元 素 , 再 进行 消 元 计算 , 最 后 将 
原 方程 组 化 为 
al ai … ap 


dz2 … Qin|p02 


回 代 求解 


Tn 一 Du/am 


Zi 一 (bi 一 DU ayai Nay i=n—1,*…,2,1 


j=i+l 


$5.3 ”直接 分 解法 


高 斯 消去 法 有 很 多 变形 , 有 的 是 高 斯 消去 法 的 改进 、 改 写 , 有 的 是 用 于 某 一 类 特殊 矩阵 
的 高 斯 消去 法 的 简化 . 下 面 我 们 将 介绍 矩阵 的 直接 三 角 分 解法 . 解 特殊 方程 组 用 的 平方 根 法 及 
追赶 法 . 

定义 5.1 若 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 , U 为 上 三 角 和 矩阵 , 则 称 4 二 LU 为 杜 利 特 尔 (Doolittle) 
分 解 ; 若 工 为 下 三 角 和 矩阵 , U 为 单位 上 三 角 和 矩阵 , 则 称 A 二 LU 为 柯 朗 (Crout) 分 解 . 


5.3.1 杜 利 将 尔 分 解 
通过 高 斯 消去 法 得 到 一 个 将 4 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 和 矩阵 和 一 个 上 三 角 答 阵 U 的 乘积 


| 


"a 


4 = 二 LU, 其 中 
1 a a a 
772 21 1 a a a 
L=|ma ms *. EE 
1 dt da, 
ma Mie * Maw-t 1 ey 


可 以 证 明 得 到 这 种 分 解 是 唯一 的 . 

我 们 也 可 以 直接 从 矩阵 A 的 元 素 得 到 计算 工 , U 元 素 的 递 推 公式 ， 而 不 需要 任何 中 间 步 
又 , 这 就 是 所 谓 直接 三 角 分 解法 . 一 旦 实现 了 和 矩阵 A 的 LU 分 解 , 那么 求解 Ax ==b 的 问题 就 等 
价 于 求 两 个 三 角形 方程 组 , 即 

Ly=b, 求 y; 

@Ux = 求 殉 ; 

设 A 为 非 奇 异 和 矩阵 , 且 有 分 解 式 A 二 LU, 其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 , U 为 上 三 角 和 矩阵 , 即 


1 Ul MI2 MI3 Un 
la 1 M22 Uz U2n 
A=|ls lz 1 U33 Ugn (5.10) 
ln Lo2 lns 上 Unn 
其 中 

1 Un Ul Uls Un 
la 1 Uz U23 U2n 
L=|ly li 1 :U= Us Uan 
i dg Us “ 1 Unn 


按 下 列 步 又 计算 工 和 U 的 元 素 : 
第 1 步 : 计算 UU 的 第 1 行 元素 和 工 的 第 1 列 元 素 


i =as 一 2 


第 2 步 : 计算 U 的 第 2 行 元 素 和 工 的 第 2 列 元 素 
第 3 步 : 若 已 算出 U 的 前 & 一 1 行 , 工 的 & 一 1 列 元 素 , 计算 U 的 第 k 行 元 素 和 LL 的 第 & 列 
元 素 , 由 


lo 
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| 
ay = Deua tus, j=ks k+l; ,nn 
s=1 


E=1 
ax = Plauntlaums 一 十 1 有 十 2，…， 
5 一 1 


位 


[i 
uy =ay — Douss j=k;k 二 1, .sn 
s=1 


kl 
(3 =(an - Dlaun ) /um, i 二 k 十 1l,k 十 2,… 
s=1 


有 了 和 矩阵 4 的 LU 分 解 计算 公式 , 解 线性 方程 组 
Ax =b 
就 转化 为 依次 解 下 三 角 方 程 组 Ly =b 与 上 三 角 方程 组 Ux = y. 
LU 分 解 的 计算 公式 如 下 


kl 
yr =b: 一 六 有 k=l1,2,.…,n 
s=1 


wa = {= Duns) /ui k=n, nO—1,.… 


s=K+1 


5.3.2 ”追赶 法 


解 线性 方程 组 的 直接 法 


n 


1 


| 


在 一 些 实际 问题 中 , 例如 解 常 微分 方程 边 值 问题 、 解 热传导 方程 及 船体 数学 放样 中 建立 
三 次 样 条 插值 函数 , 都 会 要 求解 系数 矩阵 为 对 角 占 优 的 三 对 角 线 方程 组 Ax = 六, 即 


b1 ci ET fs 
az pb ca x2 fs 
,| Tal Pe 

an b, ys fe 


其 中 , 当 | i 一 7 | 二 1 时 , a; = 二 0, 且 满 足 如 下 的 对 角 占 优 条 件 : 
D1 [he lS 0 
加 165; ||ai|tleil, ais ci 0 (=2, 3, ,nC—1); 
®@ 1b, |>la, |>0. 


我 们 利用 矩阵 的 直接 三 角 分 解法 来 推导 解 三 对 角 线 方程 组 的 计算 公式 . 由 系数 阵 4 的 特 


点 , 可 以 将 A 分 解 为 两 个 三 角 和 矩阵 的 乘积 ， 即 
A=LU 


圳 


"Xn 


其 中 取 工 为 下 三 角 和 矩阵 , 取 U 为 单位 上 三 角 和 矩阵 , 这 样 求解 方程 组 Ax 二 了 的 方法 称 为 追赶 法 . 


设 
bi ci ai 1 p， 
az b: ca yz az 1 B: 
pe 一 1 
We By Kr “Ws | 
an ba Y» an ll 
其 中 a; ,Bi; ,7Y; 为 待定 系数 , 比较 上 式 两 边 即 得 
bi 一 al 


ai =7Yi, b;=7Biitais i=2,3, ,nn 
ci=aiBi, i=1,2,.…,n—1 
因此 , 求解 hx = 了 等 价 于 求解 两 个 三 角形 方程 组 : 
Ly=f, 求 y; 
@Ux =y, 求 x. 
从 而 得 到 解 三 对 角 线 方程 组 的 追赶 法 公式 .追赶 法 的 计算 公式 如 下 : 
(1) 计算 {oi)， {Bi) 的 递 推 公式 
Bi=c/bi 
ai =bi—aiBins i=2, ,nn 
Bi:=ci/(bi—aiBin), i=2,3,.…,n—l 
(2) 解 Ly=f 
Wi=fi/bi 
yi=(fi—aiyi)/(bi—aiBin), i=2,3, ,nn 
(3) 解 Ux 一》 


Tu 一 ynzi 一 yi 一 BiriH，1 一) 一 1,，…，2,，1 
我 们 将 计算 系数 B1 一 B 一 人 … 一 B 及 > 一 y 一 … 一 yw 的 过 程 称 为 追 的 过 程 , 将 计 
算 方程 组 的 解 x, 一 zz 一 … 一 1 的 过 程 称 为 赶 的 过 程 . 因此 该 方法 称 为 追赶 法 . 


5.3.3 平方根 法 


实际 问题 中 Ax 一, 系数 和 矩阵 A 大 多 是 对 称 正定 矩阵 , 所 谓 平方 根 法 ,就 是 利用 对 称 正 
定 矩 阵 的 三 角 分 解 而 得 到 求解 对 称 正定 方程 组 的 一 种 有 效 方法 ,目前 在 计算 机 上 广泛 应 用 平 
方 根 法 解 此 类 方程 组 . 

对 称 矩 阵 的 LDL7 分 解法 : 当 4 为 对 称 矩 阵 , 且 其 顺序 主子 式 均 不 为 零 时 , 可 以 证 明 4 有 
唯一 的 LU 分 解 式 (5.10). 为 了 利用 A 的 对 称 性 , 将 U 再 分 解 为 


lo 
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1 2 Wm 
u Ul un 
u U2n 
和 过 1 =— | A& DU 

U22 

Un : 

1 

其 中 了 为 对 角 和 矩阵 , U。 为 上 三 角 和 矩阵 , 于 是 
A=LU=LDU,。 
又 

4A" WDL" (5.11) 


由 分 解 的 唯一 性 即 得 
Ur=L 

代入 式 (5.11) 得 到 对 称 和 矩阵 4 的 分 解 式 A = 二 LDLT. 总 结 上 述 讨 论 有 下 面 定理 : 

定理 5.2 (对 称 和 矩阵 的 三 角 分 解 定理 ) 设 A 为 n 阶 对称 和 矩阵 , 且 4 的 各 阶 顺序 主子 式 均 
不 为 零 , 则 4 可 以 唯一 分 解 为 

A =LDL™ 

其 中 工 是 单位 下 三 角 和 矩阵 , D 是 对 角 和 矩阵 . 

推论 5.2 若 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 4 的 分 解 式 4 =LDLT 中 DD 的 对 角 元 素 d; 均 为 正 数 . 

事实 上 , 由 A 的 对 称 正定 性 , 推论 5.2 成 立 , 即 

di=D:>0,d;=D;/D;1 > 0,i=2,3,.…,n 


di Vd Vd 
,| 


Vd» Vd 

由 定理 5.2 得 到 

A=LDL™ =LDiDILT = (LDi) (LD1)T =LLT 

其 中 工 ; = 工 D12 为 下 三 角 和 矩阵 . 

定理 5.3 《〈 对 称 正 定 矩阵 的 三 角 分 解 或 乔 列 斯 基 (Cholesky) 分 解 ) 若 4 为 n 阶 对 称 正 
定 矩 阵 , 则 存在 一 个 实 的 非 奇 异 下 三 角 和 矩阵 工 使 4 =LLT7, 当 限定 工 的 对 角 元 素 为 正 时 , 这 种 
分 解 是 唯一 的 . 

下 面 我 们 用 直接 分 解 方法 来 确定 计算 工 元 素 的 递 推 公式 , 因为 
[ Wa a 全 


la Lz lz Loe 


la les Lm Lm 


aa 


区 


其 中 45 二 0Gi = 二 1, 2, …, n). 由 和 矩阵 乘法 及 lj 二 0( 当 j 二 时 ), 得 


Qi 二 Si 二 Ss + lal 
于 是 得 到 解 对 称 正定 方程 组 Ax ==b 的 平方 根 法 计算 公式 : 


DG 1 a (5.12) 
dt} 

(2) 15 = (as — Dala) /la =j 十 1, ,nn5j =1, 2, sn). (5.13) 

求解 Ax = 二 b， 即 求解 两 个 三 角形 方程 组 : 

Ly=b, 求 y; 

@L'%=Y 求 六 

其 计算 公式 为 : 


mw 
(3) ys = (6: 和 Daxye] /ad 一 1，2，…，7). 
4=1 


(4) zi 一 (yi = Det) /li =n, 放 三 是 ) 5 
我 们 可 以 计算 出 平方 根 法 的 计算 量 . 当 求 出 工 的 第 j 列 元 素 时 , L" 的 第 j 行 元 素 亦 算出 . 
所 以 平方 根 约 需 mw*/6 次 乘除 法 , 大 约 为 一 般 直 接 LU 分 解法 计算 量 的 一 半 . 
【 例 5-3】〗 用 平方 根 法 求解 对 称 正定 方程 组 
4 = 4 
一 1 4.25 2.75||x:|=| 6 


A=LL™= 


bh, Ds 5s 7.25 
解 ”首先 对 A 进行 Cholesky 分 解 
2 一 0.5 0.5 
2 9 
0 
求解 Ly 一 5 , 得 y = 二 2, ys 一 3.5，ys 一 1. 
求解 LTx =y, 得 z=1, za 三 123 三 也 


2 0 0 
一 0.5 2 | 
WA | 

由 式 (5.12) 看 出 , 用 平方 根 法 解 对 称 正定 方程 组 时 , 计算 工 的 元 素 4; 需要 用 到 开 方 运算 . 

为 了 避免 开 方 , 我 们 下 面 用 定理 5.2 的 分 解 式 


A =LDL™ 
即 
1 di 1 la ln 
pm ds 1 ln 
ln ln i d, 
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由 矩阵 乘法 , 并 注意 1 二 1, li 一 0(j 二 上 ), 得 


Pe 
ay= 2 (LD (Ls = Dadiln = > ladil + lydjly 
k=1 k=1 k=1 


于 是 得 到 工 的 元 素 及 D 的 对 角 元 素 公 式 , 对 于 i 二 1, 2, …, n, 有 : 


1 


(Dy = — Zadiln)/did =1, 2, ,i—1); 
k=1 


C2) A = Oo dd 


$5.4 ”直接 法 的 舍 入 误差 分 析 


考虑 线性 方程 组 
Ax =b 

其 中 设 4 为 非 奇 异 和 矩阵 , x 为 方程 组 的 精确 解 . 

由 于 A( 或 5b) 元 素 是 测量 得 到 的 , 或 者 是 计算 的 结果 , 在 第 一 种 情况 A( 或 5) 常 带 有 某 些 
观测 误差 ,在 后 一 种 情况 A (或 b) 又 包含 有 舍 人 误差 . 因此 我 们 处 理 的 实际 矩阵 是 4 十 64 (或 
b 十 6b), 下 面 我 们 来 研究 数据 A (或 5) 的 微小 误差 对 解 的 影响 . 即 考虑 估计 x 一 y, 其 中 y 是 
(A 十 64)y 一 0 的 解 . 

首先 考察 一 个 例子 . 

【 例 5-4】 设 有 方程 组 


| 1 | Tl 加 
= (5.14) 
1 1.0001)\zx: 2 


记 为 Ax =b, 它 的 精确 解 为 x = (2, 0)T. 
现在 考虑 常数 项 的 微小 变化 对 方程 组 解 的 影响 , 即 考察 方程 组 


b 1 y1 2 
三 (5.15) 
1 1.0001/\y: 2.000 1 


也 可 表示 为 (4 十 64)x ==b 十 6b, 其 中 6b 一 (0, 0.000 1)T, y= 二 x 十 6x ,x 为 式 (5.14) 的 解 . 显 
然 方程 组 (5.15) 的 解 为 x 十 6x 一 (1，1)7. 

我 们 看 到 (5.14) 的 常数 项 b 的 第 2 个 分 量 只 有 1/10 000 的 微小 变化 , 方程 组 的 解 却 变化 很 
大 . 这 样 的 方程 组 称 为 病态 方程 组 . 

定义 5.2 ” 若 矩 阵 4 或 常数 项 b 的 微小 变化 (小 扰动 ), 引起 方程 组 Ax 一 解 的 巨大 变化 ， 
则 称 此 方程 组 为 “病态 ”方程 组 , 其 系数 和 矩阵 4 称 为 “病态 ”矩阵 (相对 于 方程 组 而 言 ), 否则 称 
方程 组 为 “ 良 态 ” 方 程 组 , 4 称 为 “ 良 态 ”矩阵 . 

应 该 注意 , 矩阵 的 “病态 ” 性质 是 矩阵 本 身 的 特性 , 下 面 我 们 希望 找 出 刻画 矩阵 “病态 ”性 


aa 


"Xn 


质 的 量 . 设 有 方程 组 (5.1), x 为 其 精确 解 . 以 下 我 们 研究 方程 组 的 系数 矩阵 A( 或 5) 的 微小 误 
差 ( 小 扰动 ) 时 对 解 的 影 
(1) 现 设 A 是 精确 的 , x 为 Ax =b 的 精确 解 ， 当 方程 组 右 端 有 误差 6b, 受 扰 解 为 x 十 6x， 
则 
A(x 十 6x) 二 b 十 6b, 由 Ax 一 5 得 到 0x 一 4 16b 


Nox < 14=211s51 
由 4x = 二 b 有 
ol <iallzl 
1 lAl,, 
TxT < Ten?) 
于 是 得 下 面 的 定理 ， 


定理 5.4 设 A 是 非 奇 异 和 矩阵 , Ax 二 b 隆 0, 上 且 
A(x+6x)=b+6b 


ex 


则 < 14- 1 Al deol 
Tx 


12 1 
上 式 给 出 了 解 x 的 相对 误差 的 上 界 , 常数 项 的 相对 误差 在 解 中 放大 | 4 1 1 4 1 倍 . 
(2) 现 设 是 精确 的 , 当 A 有 微小 误差 (小 扰动 )64，, 受 扰 解 为 x 十 Sr , 则 
(A+6A)(x++oxr)=b 
(A++6A)6x =— (6A)x 
如 果 64 不 受 限制 的 话 , 可 能 A 十 64 奇异 , 而 
(A++6A)=A(I+AT16A) 


(5.16) 


由 第 1 章 中 定理 1.4 可 知 ,， 上 A4764 | 二 1 时 ,CGI 十 4-264) 存在 , 由 式 (5.16) 可 知 
6x 一 一 (十 4-164)-14-(04)x. 
因此 
142 1 al xi 
lexl < TTA-ceaT 
设 e471 中 634 1 二 1, 即 得 
14- AN esl 
| sx 1 141 
[| ToaT Wa 
1 一 1 4 114 
| | 1al TAT 


定理 5.5 设 A 是 非 奇 异 矩 阵 , hx 一 b 关 0, 且 
(4 十 64)Cr 十 Or) 一 
若 1 4 了 1 84 1 <1, 则 式 (5.17) 成 立 . 
如 果 64 充分 小 , 且 在 条 件 1 4 1 164 1 二 1 下 , 那么 式 (5.17) 说 明和 矩阵 A 的 相对 误差 
164 | /4 在 解 中 可 能 放大 上 4 二 上 .141 倍 . 


的 
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总 之 , 量 47 了 .4 1 越 小 , 由 A( 或 5) 的 相对 误差 引起 的 解 的 相对 误差 就 越 小 ; 量 
1 4 上 .中 41 越 大 , 解 的 相对 误差 就 可 能 越 大 . 所 以 量 1 47 中 .141 事实 上 刻画 了 解 对 
原始 数据 变化 的 灵敏 程度 , 即刻 画 了 方程 组 的 “病态 ”程度 , 于 是 引进 下 述 定义 : 

定义 5.3 设 4 是 非 奇 异 和 矩阵 , 称 数 

cond(4), 王 上 41 141,G =1, 2 或 w) 

为 矩阵 A 的 条 件数 . 

矩阵 的 条 件数 是 一 个 十 分 重要 的 概念 . 由 上 面 讨论 知 , 当 4 的 条 件数 相对 的 大 ， 即 
cond(4) 全 1 时 , 则 方程 组 (5.1) 是 “病态 ”的 ( 即 A 是 “病态 ”矩阵 , 或 者 说 A 是 坏 条 件 的 , 相对 
于 方程 组 ), 当 4 的 条 件数 相对 的 小 , 则 式 (5.3) 是 “ 良 态 ” 的 (或 者 说 4 是 好 条 件 的 ). 注意 , 方 
程 组 病态 性 质 是 方程 组 本 身 的 特性 . A 的 条 件数 越 大 , 方程 组 的 病态 程度 越 严 重 , 也 就 越 难 用 
一 般 的 计算 方法 求 得 比较 准确 的 解 . 

例如 对 前 面 【 例 5-3】 的 矩阵 作 分 析 


1 1 1 (1.0001 一 1 
A= ;有 A”!= 
1 1.0001 0.0001(\ 一 1 让 


cond (4) 王 上 141。|1471， 
一 2.0001X2.0001X10: 二 40000 
由 于 条 件数 cond(4)，, 很 大 , 可 见 矩 阵 4 的 病态 程度 十 分 严重 , 故 由 此 方程 组 的 解 误差 非常 大 . 
通常 使 用 的 条 件数 , 有 
(1) cond(4)。 一 14- |。141。s 


As CATA) 
» -1 Ey li Se 
(2) 4 的 谱 条 件数 cond(4): = 14=- 1 1 41l， 元 “5 


计算 其 条 件数 


当 A 为 对 称 矩 阵 时 cond(4 )， = 入 | , 其 中 X41.4, 为 A 的 绝对 值 最 大 和 绝对 值 最 小 的 特 
征 值 . 
【 例 5-5】 已 知 方程 组 
1 0 一 1TNfz 一 1 
0 中 rear 
和 2 


的 解 为 x 二 (1, 一 1，2)7. 如 果 右 端 有 微小 扰动 | 82 | ,二 0.5X10™，, 估计 由 此 引出 的 解 的 相对 
误差 . 
解 ” 记 方 程 组 的 系数 矩阵 为 A, 由 于 


二 Ll = 
4 一 一 2 
一 2 和 1 


| 


"a 


从 而 cond(4)。 王 上 41 。141。=5X4.5 一 22.5, 故 由 公式 


lox 1 565 | 。 
-一 一 < 委 cond(4)。 
[Es To 


or | 。 .5 X 10- 
Nx lo < 22.5X05 久 10 一 5.625X10- 
|e: 2 


由 上 述 结果 可 以 看 出 , 解 的 相对 误差 是 右 端 扰动 量 的 11 倍 多 . 


$5.5 上 机 实验 


5.5.1 实验 目的 
学 会 用 MATLAB 软件 求解 线性 方程 组 . 
5.5.2 ”实验 内 容 与 有 要求 


利用 矩阵 的 LU, QR 和 Cholesky 分 解 求 方程 组 的 解 . 

1. LU 分 解 

LU 分 解 又 称 高 斯 消去 分 解 , 可 把 任意 方 阵 4 分 解 为 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 三 角 和 矩阵 U 的 乘 
积 , 即 4 =LU. 命令 上, U] =1lu(4 ) 可 求 得 工 与 U. 

则 方程 4 XXX=b 变 成 L XUXX=b, 所 以 X=U\(L\b). 

2. 乔 列 斯 基 分 解 

若 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 乔 列 斯 基 分 解 可 将 矩阵 A 分 解 成 上 三 角 和 矩阵 和 其 转 置 的 乘积 ， 
即 A = 二 RXR, 其 中 , R 为 上 三 角 和 矩阵 , 命令 R 二 chol(A) 可 求 得 R. 

则 方程 4 XX=b 变 成 R' XRXX=b, 所 以 X=R\(R'\b). 

3. QR 分 解 

对 于 任何 长 方 矩阵 4, 都 可 以 进行 QR 分 解 , 其 中 为 正 交 和 矩阵, R 为 上 三 角 和 矩 阵 的 初等 
变换 形式 , 即 A 二 QR, 命令 [CO, R] 二 gr (4) 可 求 得 Q,R. 

则 方程 4 X 关 =b 变形 为 GX R XXX=b, 所 以 和 X=R\(Q\b). 

说 明 : 这 3 种 分 解 在 求解 大 型 方程 组 时 很 有 用 , 其 优点 是 运算 速度 快 ,可 以 节省 磁盘 空间 
节省 内 存 . 


5.5.3 实验 题目 


分 别 用 LU 分 解 . 乔 列 斯 基 分 解 和 QR 分 解 求解 下 列 方程 组 : 


Los 


(1) 


(2) 
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十 二 325 一 2 二 一 2 
一 工 5 十 并 一 1 


Zl1 十 zz 十 2zs 十 2zr4 一 4 


Zi 一 并 十 zs 一 冯 4 一 0 
zi 一 4zz 十 2z3s 一 0 
2z2 一 Ts 一 0 


一 ZI 十 2xzz 一 吉 一 0 


习 题 


1. 用 列 主 元 消去 法 解 线性 方程 组 


12zil 一 3zz 十 3zs 王 15 
一 JS 十 2 一 二 一 1 
Zi 十 Zz 十 Zs 一 6 


2. 用 LU 分 解 求解 


Zi 十 zs 十 zs 一 6 
4zs 一 并 ;一 5 


271 一 27: 十 x3 二 1 


3. 用 追赶 法 求解 三 对 角 方 程 组 Ax 二 b, 其 中 


2 一 1 0 0 0 1 

= 2 一 1 0 0 0 

站 二 | “9 一 2 一 了 0|,b=|0 
0 入 时 | 0 

0 0 全 -一 .二 名 0 


4. 用 平方 根 法 解 线性 方程 组 


Bh Rf 4 
= 
1 3 LN 6 


100 99 
| ] -计生 的 条 件数 condCA), Gy 一 2) 


99 98 
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$6.1 3 引 


廿 


随 着 计算 技术 的 发 展 , 计算 机 的 存储 量 日 益 增 大 , 计算 速度 也 迅速 提高 , 使 直接 法 ,如 高 
斯 消 元 法 等 在 计算 机 上 可 以 用 来 解决 大 规模 线性 代数 方程 组 , 并 且 又 由 于 这 类 方法 的 理论 日 
至 完善 , 进一步 断定 了 直接 法 的 可 靠 性 , 因此 近 20 年 来 直接 法 被 广泛 地 应 用 , 然而 , 至 今 迭 代 
法 仍 是 解 线性 代数 方程 组 的 主要 方法 之 一 , 特别 是 对 一 些 特殊 的 方程 组 , 如 由 数学 物理 问题 经 
过 近似 处 理 导 出 的 线性 代数 方程 组 , 至今 仍旧 主要 用 迭代 法 求解 ,这 是 因为 迭代 法 程序 简单 ， 
适 于 自动 计算 ,而 且 可 以 充分 利用 系数 矩阵 的 稀 朴 性 大 量 地 减少 内 存 , 并 对 大 规模 问题 , 好 的 
迭代 方法 常常 可 以 比 直接 法 计算 量 更 小 ,而 且 计 算 误差 容易 控制 ,等 等 , 因此 迭代 法 仍 是 数值 
代数 研究 的 主要 课题 之 一 . 


$6.2 ”和 迭 代 法 的 一 般 理论 


6.2.1 和 送 代 格式 的 构造 


本 章 考 虑 线性 方程 组 
Ax =b (6.1) 
的 迭代 解法 . 这 里 A € Re ,bE€ (bi, bss bs)T, X=(zis x2 Tn) 
首先 将 方程 组 (6.1) 的 系数 矩阵 4 分 裂 为 


A=N—P (6.2) 
这 里 要 求 N 非 奇 异 , 于 是 方程 组 (6.1) 等 价 地 可 写 为 
x=N "Pxr+N ib (6.3) 
若 记 HH 二 NTP, g 一 N'b, 则 得 到 方程 组 (6.1) 的 等 价 方程 组 
x=Hx+g (6.4) 


这 里 有 ER” ,gE€ RR 
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给 定 初始 近似 向 量 x“” E R", 构造 向 量 序列 
etD =Hxr® 二 g, k=0;1, 2, (6.5) 
{x 中} 称 为 迭代 序列 . 如 果 当 kw 时 ，{x 中} 有 极限 存在 , 设 其 极限 为 x* ,对 (6.5) 两 端 
取 极 限 , 得 到 
x "一 Hr' 十 8 (6.6) 
这 表明 迭代 序列 {x} 的 极限 x” 恰 为 方程 组 (6.4) 的 解 , 同时 也 为 线性 方程 组 (6.1) 的 解 . 
因此 , 如 果 和 迭代 序列 收敛 , 对 充分 大 的 &, x 可 以 作为 方程 组 (6.1) 的 近似 解 . 
利用 迭代 过 程 (6.5) 构造 序列 {z 2}， 以 求 得 方程 组 (6.1) 的 近似 解 的 算法 称 为 解 (6.1) 的 
简单 迭代 法 , 若 迭 代 序列 {x } 收敛 , 就 称 迭 代 法 收敛 . 显然 , 只 有 收敛 的 迭代 法 才能 使 用 . 因 
此 我 们 有 必要 研究 迭代 序列 {x } 的 收敛 条 件 . 


6.2.2 ”迭代 法 的 收效 性 和 误 状 估计 


设 x ”是 方程 组 (6.4) 的 解 , 向 量 


eV = —y" (6.7) 
称 为 x% 的 误差 向 量 . 由 方程 组 (6.5) 减 去 方程 组 (6.4), 得 到 误差 向 量 满足 下 列 迭 代 关 系 
0 (6.8) 
利用 误差 向 量 的 递 推 关系 , 可 导出 
e® =H'e® (6.9) 


由 方程 组 (6.9) 可 以 看 出 , 对 于 任意 em ,e* 一 0 即 x 一 x” 的 充分 必要 条 件 是 
五 % 一 0. 上 述 结果 可 以 写成 下 述 引 理 : 

引 理 6.1 ”迭代 法 (6.5) 对 任何 初始 近似 x'”E€ R" 均 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 H" 一 0. 

由 线性 代数 的 知识 , H® 一 0 的 充分 必要 条 件 为 p(H) 二 1, 我 们 得 到 简单 迭代 法 收敛 的 
基本 定理 . 

定理 6.1 解 线 性 方程 组 (6.1) 的 简单 迭代 法 , 任何 初始 近似 x"”E€ R" 均 收敛 的 充分 必要 
条 件 是 e(H) 一 1. 

注意 , 和 矩阵 的 任何 一 种 范 数 均 以 谱 半径 为 其 下 界 , 因此 , 我 们 有 : 

推论 6.1 ”车 和 矩阵 H 的 某 一 范 数 HI 二 1, 则 迭代 法 (6.5) 收敛 . 

推论 6.2 ”下列 条 件 均 为 迭代 法 (6.5) 收敛 的 充分 条 件 : 


(1) max 2) |hs|=1; 
2 

(2) max >) |hs |= 1; 
了 i=1 


C3) Dns 到 1. 
虽然 定理 6.1 从 理论 上 完整 地 回答 了 和 迭代 法 的 收敛 问题 , 然而 所 给 出 的 条 件 实际 是 难以 


Ai 


"Xa 


检验 的 , 推论 给 出 的 几 种 收敛 性 条 件 常 常 被 使 用 . 但 在 很 多 时 候 显得 过 苛 , 因此 寻求 便于 检验 
的 收敛 条 件 仍 是 迭代 法 理论 的 研究 课题 , 更 为 有 意义 的 问题 是 探讨 如 何 将 一 般 方程 组 化 成 
(6.4) 的 形式 , 并 使 之 满足 收敛 性 条 件 , 后 面 几 节 将 研究 这 些 问 题 . 

现在 我 们 研究 迭代 法 的 收敛 速度 的 估计 . 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 6.2 当 HI 到 1 时 ,迭代 法 (6.5) 有 下 列 敛 速 估计 
IHil* 


lz 一 下 < Ta 了 (6.10) 
=“ 咱 < x") (6.11) 
证 明 ”收敛 性 由 定理 6.1 是 显然 的 . 
| x 二 | 一 中 ee | = | H'*e'® | Eg | 下 | | e” | 
注意 到 x" ==(I1 一 H)"'g, 于 是 
le = === ls =4=B) Al 


la—H)7C0— Hx —/f]| 
=| (Hi(x®—x®)] 
S| 


1 
因 上 81 二 1, 根据 第 1 章 定理 1.4, 有 | (一) 1 二 二 计生 ,于 是 
lulls 
Ck) 和 -二 《1) (0) 
lx x le TT 一 *”) 
下 证 (6.11). 由 
HE 
BCxzoD 一 xx) 十 机 Crz —x') 
得 到 
xo x < 
从 而 
ln _ 
(k) 从 Ck) (4—1) 
Neve Tp 


注 6.1 在 理论 上 , 可 用 式 (6.10) 来 估计 近似 解 达 到 某 一 精度 所 需要 的 迭代 次 数 , 但 由 于 
Hl 不 易 计 算 , 故 实践 中 很 少 使 用 . 
注 6.2 ”由 估计 式 (6.11) 得 到 , 当 x 中 一 x“? 了 ?| 三 e 时 , 则 


lanl 。 
1= eh 


因而 ,可 以 利用 x 一 x“? 中 作为 误差 的 控制 量 , 也 就 是 说 在 计算 过 程 中 可 以 用 它 来 
判断 迭代 是 否 应 当 终 止 . 
注 6.3 式 (6.10) 说 明 x% 一 x” 的 速度 由 eH 1“ 一 0 的 速度 决定 , 而 我 们 这 里 的 范 数 


lz 


1 xz 史 一 zx” | 二 
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可 以 换 成 任何 一 种 范 数 , 只 要 | 互 | 上 二 1 即 可 . 而 我 们 知道 矩阵 的 谱 半径 是 它 所 有 范 数 的 下 确 
界 , 因此 , 不 难 想象 , 收敛 速度 可 以 由 谱 半径 来 刻画 . 


$6.3 ” 雅 可 比 和 迭代 法 


6.3.1 “和 雅 可 比 和 闪 代 法 的 构造 


考虑 线性 方程 组 
Ax =b 
其 中 A € R"” 非 奇 异 且 ai 关 0, 记 D=diag(an，azs，…，a)， 我 们 通过 分 离 变量 的 过 程 建 
立 雅 可 比 (Jacobi) 迭代 公式 , 即 


Daiz; =bi, a 天 0,1 一 1，2，…，7 
i=]1 


1 an 
Zi 一 一 (0; 一 六 0 二 | 
di j=1 


由 此 我 们 可 以 得 到 雅 可 比 迭 代 的 分 量 形式 


二 =- 二 一 Derp), i=1, 2, ,nn (6.12) 
为 了 便于 收敛 性 分 析 ， 我 们 将 分 量 形 式 (6.12) 改写 成 矩阵 形式 . 将 系数 阵 A 分 解 为 4 = 
D 十 A 一 D, 其 中 也 为 对 角 和 矩阵 . 于 是 Ax 一 可 改写 为 
Dr 一 (了 D 一 4)xz 十 69xz 一 (一 D-4A)xr 十 D-D (6.13) 
若 令 互 =(T 一 D-4),，g 王 D-20,， 则 将 线性 方程 组 Ax ==b 变 成 了 (6.4), 即 (6.13) 是 简单 
迭代 法 的 特殊 情形 . 其 相应 的 迭代 公式 为 
xetD 一 (一 D-4A)xe 十 D-D (6.14) 
称 H 为 雅 可 比 迭代 的 迭代 和 矩阵, 迭代 公式 (6.14) 为 解 方程 组 (6.1) 的 雅 可 比 迭 代 法 . 


6.3.2 ” 雅 可 比 渤 代 法 的 收效 条 件 


利用 定理 6.1, 我 们 可 以 得 到 雅 可 比 迭 代 方 法 的 收敛 条 件 : 

定理 6.3 ”了 雅 可 比方 法 收敛 的 充分 必要 条 件 是 p(I 一 D™'A) 二 1. 

上 述 收敛 性 条 件 难 于 检验 , 通常 利用 下 面 的 充分 性 判断 雅 可 比方 法 是 否 收敛 . 
定理 6.4 若 4 满足 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 雅 可 比方 法 收敛 . 


@@ 对 i=1,…,n, 均 有 b> la es | aa |; 


jz 


9 


区 


@ 对 7 一 1, …,2， 均 有 Plesl< ay |s 
PD 


事实 上 ,上述 三 个 条 件 分 别 是 上 I 一 D4。 上 I 一 D4 上 ,和 I 一 DA 小 于 1 
的 情形 . 

实际 中 要 求解 的 某 些 线性 方程 组 ,其 系数 矩阵 往往 具有 一 些 特 点 ， 如 系数 矩阵 为 对 称 正 
定 、 对 角 元 素 占 优等 . 由 这 些 方程 组 系数 矩阵 的 特殊 性 , 使 得 我 们 可 以 直接 从 方程 组 的 系数 矩 
阵 A 出 发 来 讨论 迭代 法 的 收敛 性 . 

定义 6.1 设 A=(ai),xn € R”™” ,满足 


loa |> Das dil 2, nles > Des l,j=l, 2, m,n) 
即 4 的 每 一 行 ( 列 ) 对 角 元 素 的 绝对 值 都 严格 大 于 同行 ( 列 ) 其 他 元 素 绝对 值 之 和 , 则 称 4 为 严 
格 行 ( 列 ) 对 角 占 优 矩 阵 . 


| as | 二 3 | as |, i=1, 2, *， n( 或 | az I 之 > | ay |; j=1, 2,…, n) 
jz pe 
且 至 少 有 一 个 i(j) 值 , 使 得 
la |> 2 1as | (或 lay |> 2 1av |) 
j=1 j=1 


jzi jzi 
成 立 , 则 称 4 为 弱 行 ( 列 ) 对 角 占 优 和 矩阵 . 

定理 6.5 若 4=(ai)x ER” 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 , 则 对 任意 的 初 值 x*”, 解 方 程 组 
Ax = 的 雅 可 比 迭代 法 收敛 . 

证 明 设 

A=D—L—U 


Ca = Rh 0 0 
注意 到 雅 可 比 迭代 法 的 迭代 和 矩阵 为 H 一 D7'(D 一 4) 一 D71(L 十 U), 其 特征 多 项 式 为 
PQ)=detQI—H)=det[AI — DL +U)] 
一 det(D-) . detAD—L—U) 
显然 det(D 一 ) 关 0. 以 下 用 反 证 法 : 假设 B 有 特征 值 * 满足 |4| 宇 1, 因 4 一 D 一 L 一 U 
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是 行 严 格 对 角 占 优 的 , 故 显 然 4D 一 L 一 U 也 是 行 严格 对 角 占 优 的 . 因此 detWD 一 L 一 U) 关 0. 
这 与 4 是 H 的 特征 值 相 矛盾 , 即 |4 | 不 可 大 于 或 等 于 1. 因此 |4 | 二 1, 即 p(H) 二 1, 从 而 雅 可 
比 迭代 收敛 . 
【 例 6-1】 用 雅 可 比 迭 代 法 解 方程 组 
10zi1— xs— 2zs=7.2 
一 Xl 十 l0x; 一 2x;3= 二 8.3 
一 Zi 一 全 8s 十 Sxz3 一 和 2 
解 ” 易 知 方程 组 的 准确 解 为 x = 二 (1, 1.2, 1.3)7. 由 于 系数 矩阵 是 对 角 占 优 阵 , 由 定理 
6.5，, 雅 可 比 迭 代 法 收敛 . 下 面 用 雅 可 比方 法 进行 求解 .首先 建立 与 方程 组 等 价 的 形式 
zi 一 0.1zs 十 0.2zs 十 0.72 
Zaz 一 0.1zl 十 0.2z3 十 0.83 
Za 一 0.1zl 十 0.2z， 十 0.84 
据 此 建立 迭代 公式 


DD 一 0.1z 人 各 十 0.2xz 和 5 十 0.83 
St 一 0.1z 人 十 0.2z 史 十 0.84 
取 迭 代 初 值 zf 一 7z 吧 一 zg 天 0,， 和 迭代 结果 见 表 6.1. 


zt 一 0.1z 多 十 0.2z 和 十 0.72 
TX 
XT 


表 6.1 迭代 结果 表 
1 0.72 0.83 0.84 
2 0.971 LO7 1.15 
3 1.057 1.157 1 1.248 2 
4 1.085 35 1.185 34 1.282 82 
5 1.095 098 1.195 099 1.294 138 
6 1.098 338 1.198 337 1.298 039 
7 1.099 442 1.199 442 1.299 335 
8 1.099 811 1.199 811 1.299 777 
9 1.099 936 1.199 936 1.299 924 
10 1.099 979 1.199 979 1.299 975 
震 1.099 993 1.199 993 1.299 991 
12 1.099 998 1.199 998 1.299 997 
13 1.099 999 1.199 999 1.299 999 
14 Lm 1.2 1.3 
15 Ln 1.2 1.3 


6.3.3 ”和 雅 可 比 迭 代 法 的 误差 估计 
根据 定理 6.2, 雅 可 比 逻 代 有 以 下 误差 估计 定理 ， 


计算 方 活 及 其 应 用 二 


定理 6.6 当 上 HI 过 1 时 , 雅 可 比 迭 代 法 收敛 , 并 且 有 下 列 误 差 估 计 


lnHil” 
Ck) < OD C0) 
lx® -xl < TT *") 
lal 
Ck) < 二 《CE) -1) 
w= | <iTaT™ Ww 
H 洛 : 
由 定理 6.6 可 知 ,着 使 |x 外 一 x* 上 之 e， 只 需 证 对 上 x 一 x 之， 即 
a— lal) 
k> ms | lH (6.15) 


我 们 可 以 用 式 (6.15) 估计 达到 某 一 精度 需要 迭代 多 少 步 
6.3.4 ”上 机 程序 
雅 可 比 迭代 的 上 机 程序 如 下 : 


这 里 A 表示 线性 方程 组 的 系数 矩阵 ,b 表 示 右 端 常数 向 量 ,epsron 表示 迭代 达到 的 精度 ,对 
于 【 例 6-11, 若 输入 下 列 命令 : 


得 到 方程 组 的 解 : 
和 = [1.09999990645829,1-1999999064582,1.29999988901921] 
这 里 ,迭代 步 数 为 15 步 . 
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$ 6.4 ”高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 


6.4.1 高 斯 - 塞 德尔 送 代 法 的 构造 


在 雅 可 比 和 迭代 中 , 用 (zx 由 ,xz 四,，…, xz)T 的 值 代入 上 节 方 程 (6.12) 中 计算 出 zf ， 
i 三 1, 2，…，, 7 的 值 , x!*+? 的 计算 公式 是 
= 二 人 == Sasal), EL 一 1，2，…，7 


(+D 
Zt 


j¥i 


事实 上 , 在 计算 xt? 前 , 已 经 得 到 zz 和 ,x1? ,，…, xz! 人 t? 的 值 , 不 妨 将 已 算出 的 分 量 
直接 代入 迭代 式 中 , 及 时 使 用 最 新 计算 出 的 分 量 值 . 因此 zt? 的 计算 公式 可 改 为 
= 二 (6:— 到 并 +D 一 Par) 人 


即 用 向 量 (x 吕 ,zz ) "计算 出 zr? 的 值 , 用 向 量 (z 生 2，z 多 9，…，z%)7 计算 出 
Zt? 的 值 ,…… ， 用 向 量 (z 人 了 2 计算 出 z2? 的 值 , 这 种 
迭代 格式 称 为 高 斯 - 塞 德 尔 (Gauss-Seidel) 迭代 . 

下 面 我 们 给 出 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 的 矩阵 形式 . 

设 A=D 一 L 一 U 


a 0 0 Qi Qn 
d22 一 ai 0 0 don 
lam 一 aa * —am1 0 0 


将 (6.1) 写成 等 价 矩 阵 表达 式 
Ax =(D—L—U)x=(D—L)x—Ux=b 
(D—L)x =Ux+b 


构造 迭代 形式 
(D 一 工 )xzerD =Ux®+b 
于 是 , 我 们 有 
x DD=(D—L) Ux®+D—L)"b 
则 高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 矩阵 形式 为 
Fe Ge 多 二 天 
这 里 , G 二 (D 一 L)7U., f==(D 一 L)"'b 称 为 高 斯 - 塞 德尔 迭代 矩阵. 
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6.4.2 高斯- 塞 德尔 迁 代 法 的 收效 条 件 


判断 高 斯 - 塞 德尔 迭代 收敛 的 方法 与 判断 雅 可 比 迭 代 收 剑 类 似 , 一 方面 ,从 高 斯 - 塞 德尔 选 
代 和 矩阵 G 获取 信息 , 当 p(G) 二 1 或 G 的 某 种 范 数 ‖G |‖ 二 1 时 , 迭代 收敛 ; 另 一 方面 , 直接 
根据 方程 组 系数 矩阵 的 特点 作出 判断 . 
定理 6.7 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 p(G) 二 1, 其 中 G 为 高 斯 - 塞 德尔 迭代 
矩阵. 
定理 6.8 ” 若 方程 组 系数 矩阵 A 为 列 或 行 对 角 占 优 时 , 则 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 收 敛 . 
证 明 ”注意 到 高 斯 - 塞 德尔 迭代 矩阵 G=(D 一 L)7U 的 特征 多 项 式 为 
P(A)=detQI—G)=det[AI— (D—L)-U] 
det {(D—L)7[A(D—L)—UJ} 
=det[(D—L)"]. det[A(D—L)—U] 
显然 detL(D 一 L) "了 关 0. 以 下 用 反 证 法 . 若 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 不 收敛 , 则 至 少 存在 一 个 特征 值 
4 满足 | | 三 1. 由 于 4 行 严格 对 角 占 优 , 不 难 发 现 A(CD 一 工 ) 一 U 仍 为 行 严格 对 角 占 优 . 因此 
det[A(D 一 L) 一 U] 关 0. 故 


detGAT 一 G) 天 0 
这 与 4 是 迭代 矩阵 G 的 特征 值 相 矛盾 , 即 | | 不 可 大 于 或 等 于 1 .因此 |4| 二 1, 即 p(G) 二 1， 
从 而 高 斯 - 塞 德尔 迭代 收敛 . 
定理 6.9 ” 若 方 程 组 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 阵 ， 则 高 斯 - 塞 德尔 迭代 收敛 . 
【 例 6-2】 用 高 斯 - 塞 德 尔 方法 解 方程 组 
2zi 一 Zz 一 并 3 一 一 5 


Zl1 十 5zs* 一 ZI3 一 8 


Zi 十 zz 十 10rs 王 11 


解 ”方程 的 迭代 格式 


T=0.5z 入 十 0.57z 光 一 2,5 

全 O25 二 002 二 1.6 
《 

CHD 0.1ztttD 一 0.1zgtD 十 1.1 


取 初 始 值 x = 二 (0, 0, 0)7, 当 & 王 1 时 ,有 
x=0.5X0+0.5xX0—2.5=—2.5 
z 史 一 一 0.2X (一 2.5) 十 0.2X0 十 1.6 一 2.1 
xP 一 一 0.1X (一 2.5) 一 0.1X2.1 十 1.1 一 1.14 


X12 一 0.5X2.1 十 0.5X1.14 一 2.5 一 一 0.88 
工 思 一 一 0.2 X (一 0.88) 十 0.2 X 1.14 十 1.6 一 2.004 
2 一 一 0.1 X (一 0.88) 一 0.1 X 2.004 十 1.1 一 0.9876 


ls 


计算 结果 见 表 6.2. 


表 6.2 计算 结果 表 
k 2 工 中 ER emer lls 
0 0 0 0 0 
1 一 2.5 2 1.14 2.5 
及 一 0.88 2.004 0.987 6 1.62 
3 一 1.0042 1.998 4 1.0006 0.124 2 
4 一 1.0005 2.0002 1.0000 0.0037 


6.4.3 上 机 程序 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 的 上 机 程序 如 下 : 


这 里 A 表 示 线 性 方程 组 的 系数 矩阵 ,b 表示 右 端 常数 向 量 ,epsron 表示 和 迭代 达到 的 精度 , 同 
样 对 于 【 例 6-11, 若 输入 下 列 命令 : 


得 到 方程 组 的 解 : 
X=[1.09999997254042,1.19999998317168,1.29999999114242] 
这 里 ,迭代 步 数 仅 为 8 步 . 


"a 


$6.5 ” 超 松 弛 迭代 法 


6.5.1 超 松 弛 送 代 法 先 代 格式 的 构造 


逐次 超 松 弛 迭代 法 (Successive Over Relaxation Method, 简称 SOR 方 法 ) 是 高 斯 - 塞 德尔 
方法 的 一 种 加 速 方 法 , 是 解 大 型 稀疏 矩阵 方程 组 的 有 效 方法 之 一 , 它 具 有 计算 公式 简单 ， 程序 
设计 容易 ,占用 计算 机 内 存 少 等 优点 , 但 需要 选择 好 的 加 速 因子 ( 即 最 佳 松 弛 因子 ). 

设 有 线性 方程 组 (6.1). 设 ai 了 关 0(i 二 1, 2, …, n), 分 解 A 为 4=D 一 L 一 U. 设 已 知 第 
k 次 迭代 向 量 x 中 及 第 上 十 1 次 迭代 向 量 x%“? 的 分 量 z ?0 二 1, 2,…, i 一 1), 要 求 计算 分 


量 二 zh， 
首先 用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 方法 定义 辅助 量 
i=l 
ED = 二 — Daszrtt? 一 Dasrt), i=l, 2, ,nn (6.16) 
证 j=1 j=i 计 1 


再 把 zx? 取 为 了 各 与 ”的 某 个 平均 值 ( 即 加 权 平 均 ), 即 
gt 一 (1 一 wp)z 久 十 of 一 z 欠 十 or — zr) (6.17) 


将 式 (6.16) 代入 式 (6.17) 得 到 解 方程 组 Ax ==b 的 逐次 超 松 弛 迭代 公式 


it 一 1 再 
TD 一 并 人 半生 > aszgrt > az 所 ) 
人 各 J (6.18) 
T=, rH, IH)T, k=0, 1, 3i=1, 2, ,nn 
其 中 w 称 为 松弛 因子 , 或 写 为 
(6.19) 


人 X 风 十 Ari, k=0, 1, ;i=1, 2, .…,n 


i—1 再 
外 
Azri; 一 一 (0; 一 3 aizHHD 一 ai 的 ) 
Qi j=1 j=i 


显然 , 当 w 三 1 时, 解 (6.1) 的 SOR 方法 就 是 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 ; 当 w 二 1 时, 称 式 
(6.19) 为 低 松弛 法 ; 当 w > 1 时, 称 式 (6.19) 为 超 松 弛 法 . 


6.5.2 ” 超 松弛 迁 代 法 的 收效 条 件 
下 面 我 们 写 出 SOR 迭代 公式 的 矩阵 形式 . 迭代 公式 (6.19) 也 可 写 为 
一 人 一 总 aa 和 +w(6i — 5 ajzHt 一 Daszp) Pe 


j=it1 了 一 守 1 
利用 分 解 式 , A = 了 一 工 一 0, 则 
RN ey A SD Ug 
即 (D—wLD)x ?=[( wo) D+oUx™ +owb. 


的 
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显然 , 对 于 任何 一 个 o 值 ，(D 一 wL) 非 奇异 , 于 是 


X=D—oLI LT oDtoUlr® Fo Dw) (6.20) 
这 就 是 说 , 解 (6.1) 的 SOR 方法 迭代 公式 为 
xzeotD eoLx® +f (6.21) 


其 中 牙 一 CD 一 ofL)-[G 一 o)D 十 oU]zw ,和 一 o (DowL)'b. 
矩阵 工 。 称 为 SOR 方法 的 迭代 和 矩阵, 应 用 简单 迭代 法 的 收敛 定理 , 得 到 : 
定理 6.10 ” 设 有 线性 方程 组 Ax 一 b, 且 aa 关 0(i 二 1, 2,…,n), 则 解 方 程 组 的 SOR 方 
法 收敛 的 充 要 条 件 是 p(L。) 二 1. 
引入 超 松 弛 迭代 法 的 目的 是 希望 能 够 选择 松弛 因子 w, 使 得 迭代 过 程 (6.21) 收敛 较 快 ， 
也 就 是 应 选择 因子 。, 使 p(L。) 达到 最 小 . 下 面 研 究 对 于 一 般 的 线性 方程 组 (6.1) (ai 天 0,i 二 
1, 2,…, n), 松弛 因子 w 在 什么 范围 内 取 值 , SOR 方 法 才能 收敛 . 现在 给 出 SOR 方法 收敛 的 
必要 条 件 . 
定理 6.11 设 方程 组 (6.1) 的 SOR 迭代 法 收敛 , 则 0 二 w 二 2. 
证 明 SOR 和 迭代 矩阵 为 工 。 = (D 一 woL0)7[(1 一 w)D 十 wU], 车 SOR 迭代 收敛 , 则 
p(GL。) 二 1. 从 而 | det(L,)|==|X44X2…4, | 二 1, 这 里 , 4， ,4s，…, 4, 为 L。 的 特征 值 . 又 
| det(L,)|= |det[(D—wL) | |det[(1—w)D+owU] | 
= |anlaaz .an |* |(1—w)"anasam | 
王 |(1 一 o)" | 一 1 
故 有 |1 一 。| 二 1, 即 0 过 w 二 2. 
定理 6.12” 若 A 为 正定 矩阵 , 则 当 0 一 w 二 2 时 , 逐次 超 松 弛 迭代 收敛 . 
证 明 设 ) 是 L。 的 任 一 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 为 <, 则 有 
(D 一 ofL)- [CGI 一 o)D 十 woU]z 一 Mz 
则 
[CGI 一 o)D 十 oU]z 一 (CD 一 ofL)z 
上 式 两 边 左 乘 z 的 共 生 转 置 z< ,得 


(1 一 w)zaDz 十 wzaUz =A(z Dz 一 wzaLz) 


即 
(1 一 w)zapDz wz Uz 
zHDz 一 wzHLz 
记 zsDz 一 d,znLz 一 4 十 亡 , 因 4 对 称 , 故 U==L', zsUz 一 4 一边 , 代入 式 (6.22), 得 4 一 


(一 o)d 十 ok(a 一 这 ) [GE 一 o)d 十 od] 一 ibmw 
d—w(atib) (d 一 oa ) 一 iop 


因 A 正定, 故 zahz 一 za(D 一 大 一 U)z 一 4 一 2a > 0. 注意 到 ) 的 分 子 、 分 母 虚 部 相等 ， 
而 当 0 二 w 二 2 时 , 有 (d 一 wa)? 一 [(1 一 w)d 十 oa 了 一 (2 一 o)od(d 一 2a) 二 0. 
由 此 可 得 |X | 二 1, 故 和 迭代 收敛. 由 于 当 松 弛 因子 w =1 时 ,SOR 迭代 法 退化 为 高 斯 - 塞 德 


加 


(6.22) 


尔 迭 代 法 ， 故 立即 有 : 
推论 6.3 ”车 式 (6.1) 的 系数 矩阵 4 对 称 正定 , 则 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛. 


6.5.3 上 机 程序 
超 松 弛 和 迭代 的 上 机 程序 如 下 : 


这 里 A 表示 线性 方程 组 的 系数 矩阵 ,b 表示 右 端 常数 向 量 ,epsron 表示 夫 代 达到 的 精度 ,w 
4 一 2 —1 
二 六 站 于 沟 


表示 松弛 参数 . 
Il 0 
Xz: | 一 - :| 
一 和 = $es 3 


【 例 6-3】 给 定 方程 组 
(1) 用 高 斯 赛 德 尔 方法 求解 ,使 得 误差 | Xt Xk | := 0 
(2) 用 SOR 法 求解 , 取 w ==1.45 ,使 得 误差 | ze 一 xz。 二 10 
解 ” 取 初 始 值 :x” 二 (1, 1,，1)7. 如 果 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 (ww 二 1) 迭代 72 次 得 : 
x =(0.999997, 0.999997 ,2.000000) 
用 SOR 迭代 法 (w = 二 1.45) ,只 须 迭 代 23 次 即 可 得 到 相同 的 精度 : 
x =(0.9999996, 0.9999998, 2.000000)T 


[lz 
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$6.6 上 机 实验 


6.6.1 “实验 目的 
学 会 用 雅 可 比 迭 代 法 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 和 SOR 方法 求解 线性 方程 组 . 
6.6.2 ”实验 内 容 与 要 求 


1. 掌握 雅 可 比 迭 代 法 、 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 和 SOR 和 迭 代 方 法 程序 ,并 应 用 程序 求解 方 
程 组 . 

2. 达到 相同 精度 的 条 件 下 ,比较 三 种 迭代 法 的 迭代 步 数 和 和 迭代 时 间 , 能 够 画 出 迭代 误差 随 
和 迭代 步 数 和 迭代 时 间 变 化 的 曲线 图 . 
6.6.3 ”实验 题目 


分 别 用 雅克 比 迭 代 法 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 和 SOR 和 迭代 方法 求解 下 列 方程 组 ,使 其 精度 均 
达到 ‖ xzea 一 x 二 107, 画 出 迭代 误差 随 迭 代步 数 和 和 迭代 时 间 变 化 的 曲线 图 . 
l0x1—2r:—Xxs=3 
—2zi1 二 10xs—z3=15 


一 Zi 一 2zs 十 5zs 一 10 


习 题 


1. 分 别 用 雅 可 比 迭 代 法 , 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 下 列 方程 组 


10 =2 =i 3 
一 2 10 =1||z:|= | 
= et, 5 |Lzs 10 


2. 设 线性 方程 组 hx 一 的 系数 矩阵 
1 aa 0 
[a | 
.| 


其 中 a 为 参数 , 问 a 为 何 值 时 , 雅 可 比 迭 代 法 收敛 ? 
3. 设 Ax 二 b 的 系数 矩阵 


A= 


1 


"a 


Ww =% =] 
A=|—2 10 一 1 
= .= 5 


判断 解 hx ==b 的 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 的 收敛 性 . 
4. 已 知 线性 方程 组 


10z1 十 3zs 十 Xs 二 14 

2x1 一 10xs 十 3x3 一 一 5 

zi 十 3zs 十 10zs 一 14 
(1) 利用 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 求解 下 列 方程 组 的 解 , 取 x" 一 (0，0，0)7. 
(2) 若 使 误差 | x 一 x "| 。 二 10<, 问 需要 迭代 多 少 次 . 


5. 设 方程 组 

二 是 
证 二 Ts TZ4 一 了 
二 一 生 9 
并 2 4 和 
a 
Pe 
Re 
i 


(1) 求解 次 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 的 迭代 和 矩阵 B。 的 谱 半径 ; 
(2) 求解 次 方程 组 的 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 的 迭代 矩阵 的 谱 半 径 ; 
(3) 考察 解 此 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 及 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 的 收敛 性 . 
6. 已 知 线性 方程 组 

2zi 十 3z* 十 6z3 王 1 

471 一 Xs: 十 273 = 二 一 2 

Xl 十 57s 十 2x3 = 二 4 
试 建立 一 个 收敛 的 迭代 格式 , 并 说 明 收敛 性 . 
7. 用 SOR 方法 求解 下 列 方程 组 

4zli 一 2z; 一 4z3 一 10 
一 2 二 1 十 10ze= 一 3 


一 4zi 二 10 十 955 = 一 9 
方程 组 的 精确 解 是 x* ==(2, 1, 一 1)7. 


四 
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$7.1 3 引 


芋 


常 微分 方程 的 求解 问题 在 实践 中 经 常 遇 到 , 但 我 们 只 知道 一 些 特殊 类 型 的 常 微分 方程 的 
解析 解 . 在 科学 和 工程 问题 中 遇 到 的 常 微分 方程 往往 很 复杂 , 在 许多 情况 下 都 不 可 能 求 出 解 的 
精确 表达 式 . 另外 , 在 许多 实际 问题 中 , 并 不 需要 方程 的 精确 解 , 而 仅仅 需要 获得 解 在 若干 点 
上 的 近似 值 即 可 . 也 就 是 说 ,有 的 时 候 我 们 更 关心 的 是 某 些 特定 的 自 变量 在 某 一 个 范围 内 的 一 
系列 离散 点 上 的 近似 值 .我 们 把 这 样 一 组 近似 解 称 为 微分 方程 在 该 范围 内 的 数值 解 ,寻找 数值 
解 的 过 程 称 为 求解 微分 方程 . 

本 章 着 重 讨论 一 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 

y =f(ry) x € Lrob] 
a RT 
的 数值 解法 . 理论 上 , 只 要 函数 f(x,y) 适当 光滑 一 一 譬如 关于 y 满足 李 普 希 效 (Lipschitz) 
条 件 
[flz, yD) -f(z, y)|<L|y — yl| (7.2) 
则 初 值 问题 (7.1) 就 存在 唯一 连续 可 微 解 y= 二 y (zx). 因此 , 在 本 章 讨论 中 , 我 们 总 假定 f(z, y) 
满足 李 普 希 兹 条 件 . 
所 谓 数 值 解法 , 就 是 寻求 y(z) 在 一 系列 离散 节点 
ee 
上 的 近似 值 yo， yi yz，…,y,， ynn，"…， 其 相 邻 两 个 节点 的 距离 h, 一 zv+H 一 x, 称 为 步 长 , 我 
们 总 假设 节点 是 等 距离 的 , 即 h(n 二 0,1,2,…) 为 常数 h, 这 时 
Xa =XoTnh, n=0, 1, 2, * 
此 时 节点 x, 所 对 应 的 函数 值 为 
yx) =y(zotnh), 7 一 0,，1，2，… 

求解 方程 (7.1) 的 最 基本 的 方法 是 单 步 法 , 单 步 法 就 是 从 yo 开始 ,依次 求 出 y1, ys,.…, 后 

一 步 的 值 y,n 只 依赖 前 一 步 的 y,. 另 一 类 是 用 到 y, 前 面 & 点 的 值 y, ,yi .…， ys: 成 为 


区 


& 步 法 .本 章 首 先 将 常 微分 方程 (7.1) 离散 化 ,建立 求 数值 解 的 递 推 公 式 , 其 次 ,研究 公式 的 局 部 
截断 误差 和 阶 ,数值 解 y, 与 精确 解 y(z,) 的 误差 估计 及 收敛 性 ,还 有 递 推 公式 的 稳定 性 问题 . 


$7.2 欧 拉 方法 


7.2.1 显 式 欧 拉 公式 


典型 的 单 步 法 是 欧 拉 方法 ,其 计算 格式 是 
yat =n thf rons yn) n=0, 1, 2, (7.3) 
这 种 方法 其 实 就 是 用 差 商 代替 导数 , 即 


ym) — ys) 
h 


直接 得 到 的 公式 (7.3) 称 为 显 式 欧 拉 公式 . 若 初 值 yo 已 知 , 则 可 由 (7.3) 逐次 算出 


y1=y0 thf (ro, yo), 


3 y (x) =f(rz,s y (zx,)) 


yz2 =y1+hf(r, y1), 


【 例 7-1】 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 
y = 一 y 十 x 十 l,z 宇 0 
,mie 
取 步 长 h =0.1, 计 算 到 xz =0.5. 
解 jz,y) 王 一 y 十 z 十 1, 由 显 式 欧 拉 公式 yor 一 y， 十 姑 ( 一 十 zw 十 1) ,n= 二 0, 1, 2， 
…, 依 次 计算 得 出 结果 . 
容易 求 出 微分 方程 的 精确 解 为 y= 二 zx 十 e™., 带 入 zz 的 值 可 求 得 解 在 节点 处 的 精确 值 , 计 算 
结果 见 表 7.1. 由 此 可 见 欧 拉 法 计算 结果 和 精确 解 计算 结果 相 比 ,精度 很 差 . 


表 7.1 欧 拉 法 和 精确 解 计算 结果 比较 


n 0 1 2 3 5 6 

Ta 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Ba 1 1.0 1.01 1.029 1.056 1.09409 
yz) 1 1.004837 1.018731 1.040818 1.070320 1.106531 


7.2.2” 隐 式 欧 拉 公式 


对 于 在 点 zx, 列 出 的 方程 
《Cs Vr) (7.4) 
Lz 
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VT) — yr ) 


若 用 向 后 差 商 代替 导数 , 即 - 站 


JE 一 yzo)》 
h 


f(r, Yah), 


用 y, 近似 代替 y (zx,) ,得 到 
yatl = yahf ran Yan). 


蔡 代 导 数 y (zfi), 则 可 将 式 (7.4) 离散 化 得 
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称 (7.5) 为 隐 式 欧 拉 公式 . 隐 式 欧 拉 公 式 与 显 式 欧 拉 公 式 有 着 本 质 的 区 别 ,后 者 是 关于 yw 的 
一 个 直接 计算 公式 ,而 公式 (7.5) 的 右 端 含有 未 知 的 ys, 它 实际 上 是 关于 yw 的 一 个 函数 方 
程 ,这 类 公式 称 作 是 隐 式 的 .使 用 显 式 算法 远 比 隐 式 算法 方便 ,但 是 如 果 考 虑 到 数值 稳定 性 等 其 


他 因素 ,人 们 有 时 需要 要 隐 式 算法 . 
隐 式 欧 拉 公式 (7.5) 通常 用 迭代 法 求解 ,而 迭代 过 程 的 实质 是 逐步 显 式 化 . 
设 用 欧 拉 公式 
3 中 一 yw 十 AFCzs，yn) 
给 出 迭代 初 值 yo (xz, ), 用 它 带 入 公式 (7.5) 的 右 端 ,使 之 转化 为 显示 ,直接 计算 得 
yh = yn thf (xan, yeh). 
然后 再 用 y 吕 代入 公式 (7.4) 的 右 端 ,又 有 
y 旬 二 ys 十 hf(zans y 昌 ). 
如 此 反复 进行 ,得 
Jy =ys thf (rn yk=0, 1, 
由 于 f(x, y) 对 y 满足 李 普 希 效 条件 (7.2). 由 (7.6) 式 减 去 (7.5) 式 得 
|y $M? 一 ywh |=h fran y) 一 fz yen) | 和 AL|y 一 ynn | 


由 此 可 知 , 只 要 hL 二 1, 迭代 法 (7.6) 就 收敛 到 解 ys 
7.2.3 ”改进 的 欧 拉 公式 


对 方程 y = 二 f(x,y) 的 两 端 从 xz, 到 zi 积分 , 得 


yd) 一 yz 二 | fo 00 
在 式 (7.7) 中 , 利用 梯形 公式 近似 计算 积分 , 便 有 
y (rn) Ty (rn) + $F,, y(zs)) + fxn, y (zen))] 
再 用 y， 代替 y(z,), yn 代替 y (zx,n), 便 可 导出 计算 公式 
Yntl 一 yn + SEf re,, 3 十 Feat ya 


式 (7.8) 称 为 梯形 公式 . 


(7.6) 


(7.7) 


(7.8) 


梯形 公式 是 隐 式 的 ,可 用 选 代 法 求解 . 同 后 退 欧 拉 方 法 一 样 , 仍 用 欧 拉 方 法 提供 迭代 初 


吉 


"Xn 


值 , 则 梯形 法 的 迭代 公式 为 
bs =yn Thf (rs, ya) 


有 k=0, 1, 2, ee (7.9) 
yr 一 yw 十 到 [7Cz。 Cs A | 


可 以 证 明 , 如 果 选 取 h 充分 小 ,使 得 入 二 1, 则 当 & 一 om 时 ， 有 > 名 一 yw， 这 说 明和 迭代 过 
程 (7.9) 是 收敛 的 . 
如 果 用 显 式 欧 拉 公式 (7.3) 求 得 一 个 初步 的 近似 值 , 记 为 Ya， 称 之 为 预报 值 . 再 将 预报 
值 带 入 梯形 公式 , 即 由 ys 代替 y,i， 直接 计算 , 这 一 步骤 称 为 校正 . 这 样 , 建立 的 预 估 一 校 
正 系 统称 为 改进 的 欧 拉 公式 . 这 是 一 种 显 式 公 式 , 是 对 隐 式 梯形 公式 的 改进 , 可 以 直接 计算 . 
为 便于 上 机 编程 计算 ，(7.9) 可 改写 为 
yp =yn thf (r,s yn) 


ye =yn thf (rn yp) (7.10) 


Yntl = 了 Oow 十 ye) 
【 例 7-2】 利用 欧 拉 公 式 和 改进 的 欧 拉 方 法 求 初 值 问题 
到 2 
de 
于 
本 一 1 
在 区 间 [0, 1] 上 的 数值 解 ( 取 有 = 二 0.1), 并 与 精确 解 y = 二 V2z 十 了 进行 比较 . 
解 ” 将 f(x,y) 一代 代入 有 关公 式 . 
(1) 欧 拉 公 式 计算 
Re 


yn+l 一 yw + 2 
Yr J, n=0,1,2,..…,9 


yo 一 1, 玉 一 0.1 
(2) 改进 的 欧 拉 方法 计算 


2xn 
Dntl = Yn + -时 | 


ya 
有 h | 2 | n=0, 1, 2, ,9 
Yntl 一 yn 十 可 | yw 十 了 n+ 
2 Vn Vntl 
A 


分 别 计算 , 其 结果 见 表 7.2. 


四 
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表 7.2 计算 结果 表 


I 欧 拉 公式 y， 改进 的 欧 拉 公式 y， 精确 值 yCz,) 一 V2z, 十 工 
0.0 1 1 1 

0.1 Lh 1.095 909 1.095 445 
0.2 1.191 818 1.184 097 1.83 216 
0.3 1.277 438 1.266 201 1.264 911 
0.4 1.358 213 1.343 360 1.341 641 
0.5 1.435 133 1.416 402 1.414 214 
0.6 1.508 966 1.485 956 1.483 240 
0.7 1.580 338 1.552 514 1549 193 
0.8 1.649 783 1616 475 1.612 452 
0.9 1.717 779 1.678 166 1.673 320 
1.0 1.784 771 1.737 867 1.732 051 


图 7.1 所 示 为 数值 解 与 精确 解 比较 图 ,从 表 7.2 和 图 7.1 可 以 看 出 ,改进 的 欧 拉 法 比 显 式 欧 
立法 明显 提高 了 精度 . 


一 一 一 精确 值 
tr 欧 拉 公式 数值 解 -| 


»4 + 改进 的 欧 拉 公 式 数值 解 


和 ft 1 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 和 


7.1 ”数值 解 与 精确 解 比较 图 


7.2.4 欧 拉 方法 的 误 尝 估计 


定义 7.1 ”假定 y, 为 准确 值 , 即 y, 二 y(z,), 在 此 前 提 下 , 用 某 种 数值 计算 方法 计算 yt 
的 误差 Ra 一 >yCzwH) 一 yuh 称 为 该 数值 方法 计算 y,+ 的 局 部 截断 误差 . 

定义 7.2” 若 某 一 数值 方法 的 局 部 截断 误差 为 Ra 一 O(h?), zp 为 正 整数 , 则 称 这 种 数 
值 方法 为 p 阶 方法 , 或 说 该 方法 具有 p 阶 精度 . 


"a 


下 面 我 们 着 重 讨论 欧 拉 方法 的 局 部 截断 误差 及 其 阶 . 由 泰勒 公式 
2 
y (za) =y(rs +h) =y(r,) +hy (zr,) + (2,) + hy ) 十 … 


对 于 显 式 欧 拉 公式 (7.3) 
yntH 一 yn hf zs, yr) =y Ta) hf rss ys) =y(z) hy (zx,) 
则 其 局 部 截断 误差 为 


2 
YI Tr) 一 yaH = (zs) 十 … 二 O(h?) Czy 


因此 , 显 式 欧 拉 公式 的 局 部 截断 误差 为 O(h?), 该 方法 是 一 阶 方法 . 
对 于 梯形 公式 (7.8), 由 梯形 求 积 公式 的 误差 
RrCP) < max |y’(a)| 
则 其 局 部 截断 误差 为 O(h3). 因此 , 梯形 公式 是 二 阶 方法 . 
对 于 改进 欧 拉 公 式 (7.10), 可 以 将 公式 改写 为 


1 
yn+l 二 yn 十 部 (Aa 十 k2) 


ki=hf (rz,, yn) a 


As =hf (zn th, yn tki) 
在 y, =y(Cz,) 的 前 提 下 , 有 
ki =hf (zs ys) =hy (rz,) 
kz =hf (zs th, ys 十 Ai) =hf (r,th, yr,) tk) 


9 9 
=i| re YI) Th xa, I(T) tk Ff (xn, ye) +00) | 
I 9y 


9 9 
=hf (zs, yz,)) + 起/ yx ) + flr, y(zo)) fxr, ye +00 | 


hy’ (za) thiy (zr,) t+O(’) 
将 &1, ks 代入 式 (7.12) 有 


yt 证 Fh Cz, ) + Oa) 


与 泰勒 公式 比较 , 则 其 局 部 截断 误差 为 


3 
y za) 一 yah 和 y” (xa) — Oh’) =O00’) 


因此 , 改进 欧 拉 公式 是 二 阶 方法 . 


la 


7.2.5 ”上 机 程序 
【 例 7-2】 的 上 机 程序 如 下 : 


$7.3 龙 格 - 库 塔 方法 


7.3.1 万 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 


在 7.1 节 中 , 我 们 得 到 了 一 些 基 本 的 求 微分 方程 的 数值 方法 ,从 误差 估计 知道 , 这 些 方法 
的 局 部 截断 误差 较 大 , 精度 较 低 , 我 们 希望 得 到 更 高 阶 的 方法 . 


考察 差 商 2 一》 由 微 分 中 值 定理 , 存在 点 6, 使 得 


ee iC€), FE tra) 


便 由 方程 y 二/(zx , y(x)) 得 到 
3yCznH) 一 y(zn) 十 PFCE，y(E)) 
其 中 * = 二 A(&,y(&)) 称 为 [zx, ,znj] 上 的 平均 和 斜率. 这样 , 只 要 对 平均 斜率 提供 一 种 近似 算 
法 , 便 相 应 导出 一 种 计算 格式 . 显然 , 显 式 欧 拉 公 式 (7.2) 就 是 以 ki 二 f(x,，y，) 作为 平均 斜率 
”的 近似 . 改进 的 欧 拉 公 式 (7.8) 就 是 以 z, 与 x 两 个 点 的 斜率 值 与 & 取 算术 平均 作为 
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平均 斜率 ”的 近似 . 

这 个 处 理 过 程 启示 我 们 , 若 设 法 在 [zx,, zx] 内 项 多 预报 几 个 点 的 斜率 值 , 然后 将 它们 
加 权 平 均 数 作为 平均 斜率 &* , 则 有 可 能 构造 出 具有 更 高 精度 的 计算 格式 . 这 就 是 龙 格 - 库 塔 
(Runge-Kutta) 方法 的 基本 思想 . 


7.3.2 ”二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 


我 们 推广 改进 的 欧 拉 方 法 , 考察 区 间 [z,， zj] 内 任意 一 点 
Xatp 一 Zn 十 加 ,0 到 力 委 1 
用 zx, 和 zz,is 两 个 点 的 斜率 值 &i; 与 As 加 权 平 均 得 到 的 平均 斜率 上” ， 即 令 
yunhH 一 y， 十 姑 [C1 一 人)Ai 十 Rs] 
其 中 X 为 待定 系数 .类 似 于 欧 拉 预 估 一 校正 方法 , 取 
ki=f (zs Ya), ynts 一 yw phkis ke =f (rntps yrts) 
这 样 便 有 如 下 计算 格式 
ynni =yn 二 h[(l mA)ki +AR:] 
ki=f (zn, yn) (7.13) 
ks =f (za ph, yn phk1) 
我 们 希望 适当 选取 参数 A,p， 使 得 计算 格式 (7.13) 具有 较 高 精度 . 
现 仍 假定 y, 一 y(z,)， 分 别 将 Ai 与 &, 泰勒 展开 
ki=f (rr, yn)=y (rn) 
ks =f (rrp: yn phk1) 
= +t (Er ts Tf (en +o) 
=y’ (zs) phy’ (rz,)+O’) 
代入 式 (7.13) 
yuH =I Tn) hy (rs) tAph yr,) OC ) 
与 泰勒 展开 式 


2 
YTnt1) =y (Ts)+ hy'(xn) + 全 y" (ra) OR’) 


1 


系数 相 比 较 , 要 使 式 (7.13) 具有 二 阶 精度 , 须 使 4p 一 到 因此 ， 我 们 把 满足 4p 三 也 的 公式 


(7.13) 统称 为 二 阶 龙 格 - 库 塔 格式 . 


特别 地 , 当 p 二 1, 4 = 广 时 , 式 (7.13) 就 是 欧 拉 预 估 一 校正 公式 . 


车 取 p 二 LL 则 式 (7.13) 形式 为 
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ynti 一 yn 十 PR2 
ki=f(z,.» yn) 


(7.14) 
ks = + 全 ,> 二 和] 
该 公式 可 看 作用 中 点 斜率 值 &。 取代 平均 斜率 上" , 式 (7.14) 也 可 称 为 中 点 格式 , 它 具 有 二 阶 精度 . 
7.3.3 高 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
为 了 进一步 提高 精度 , 在 [x,, zs] 上 可 取 多 个 点 , 预报 相应 点 的 斜率 值 , 对 这 些 斜率 值 
加 权 平均 作为 平均 斜率 值 .利用 泰勒 展开 ,比较 相应 系数 ,从 而 确定 在 尽 可 能 高 的 精度 下 有 关 
参数 应 满足 的 条 件 . 


较 常 用 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 有 


h 
Yntl 一 yn 十 有 LA 十 4ks 十 ks] 
ki=f(r,, yr) 


(7.15) 
ha 二 (zn 十 安 ， yn 十 二 1) 


2 


Ra 一 太 (zu 十 灵 ，yn 十 天 人 


ki 十 2k,)) 
同样 最 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 是 下 面 的 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 公 式 


h 
yn+l = Yn LA 二 24。 十 2ks 十 Rs] 
ki=f (xz,» yn) 


h h 

忆 一 /zs 十 于 ,十 到 ) (7.16) 
h h 

ks =f (zn 二 万， yn + ks) 

k=f(zs ch, ys 二 hk) 


四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 每 一 步 需要 计算 四 次 函数 值 f, 可 以 证 明 其 截断 误差 OCh5). 


$7.4 ” 单 步 法 的 收敛 性 与 稳定 性 
7.4.1 收效 性 与 相 容 性 
微分 方程 数值 解法 的 基本 思想 是 


避 避 正 


,利用 某 种 离散 化 手段 将 微分 方程 (7.1) 转化 为 差分 方程 . 
对 于 显 式 单 步 法 ,我 们 总 可 以 将 其 写 为 


1 


"Xn 
yeH = hg (zs ys» h) 《7.17》 


比如 欧 拉 方 法 中 g(x,y,h) 二 f(x,y), 在 改进 的 欧 拉 方 法 中 
PCr，y， 让 = 六 (fz, V9) f(z 直 hry 直 Fh 3 
设 差分 方程 (7.17) 在 z。 处 的 解 为 y, ,而 初 值 问题 (7.1) 在 xz, 处 的 精确 解 为 y (x,). 
记 ,=y(z,) 一 y,, 称 为 整体 截断 误差. 收敛 性 讨论 的 是 当 z 二 zx, 固定 上 且 h = 一 一 0 


时 e, 一 0 的 问题 . 

定义 7.3 ”车 一 种 数值 方法 对 于 固定 的 zx, 二 zxo 十 mh, 当 h 习 0 时 有 yy 一 y(Cz), 其 中 
y (zx) 是 初 值 问题 (7.1) 的 精确 解 , 则 称 该 方法 是 收敛 的 . 
Ay 


【 例 7-3】 就 初 值 问题 “i 考察 欧 拉 显 式 格式 的 收敛 性 . 
3 yo 


解 ”该 问题 的 精确 解 为 y(z) 二 yoe™ 
欧 拉 公式 为 
yi 一 yi 十 jhyi 一 (1 十 1A)yi 一 (1 十 AD)GtDyo 
对 于 任意 固定 的 x ==x; == 讯 ,有 
yi = 1+ hy = [C1 hA)A] Yiyo 

当 有 一 0 时 ,(1 十 及 说 一 @, 所 以 yi 一 eriyo, 即 y; 一 y(ri). 

对 于 单 步 法 (7.17) 有 下 述 收敛 性 定理 . 

定理 7.1 假设 单 步 法 (7.17) 具有 p 阶 精 度 , 且 增 量 函数 pP(z，>，,)) 关于 > 满足 李 普 希 
兹 条 件 |g(z, yh) 一 p(x,，y,h)| 三 L。|y 一 y|, 又 设 初 值 y。 是 准确 的 , 即 y。 一 y(zo), 则 
其 整体 截断 误差 


yx) — ys =O(h?) 

依据 定理 7.1 判断 单 步 法 (7.17) 的 收敛 性 ,归结 为 验证 增 量 函数 g(xz，y,h) 是 否 满足 李 
普 希 效 条 件 , 可 以 证 明 欧 拉 方 法 改进 的 欧 拉 方法 都 是 收敛 的 . 

除了 考虑 微 分 方程 数值 解法 的 收敛 性 ,还 要 考虑 微分 方程 的 相 容 性 . 

定义 7.4 ”车 单 步 法 (7.17) 的 增 量 函数 9 满足 

pr» y» 0)=f(zr, y) 

则 称 单 步 法 (7.17) 式 与 初 值 问题 (7.1) 相 容 . 

相 容 性 指 的 是 微分 方程 (7.1) 离散 化 得 到 的 数值 方法 , 当 有 hh 一 0 时 ,可 得 到 y(z) = 
hs 

定理 7.2 p 阶 方法 (7.17) 与 初 值 问题 (7.1) 的 相 容 的 充分 条 件 是 p 二 1. 


7.4.2 ”稳定 性 
前 面 关 于 收敛 性 的 讨论 有 个 前 提 , 必 须 假 定数 值 方法 本 身 的 计算 是 准确 的 .实际 情况 并 不 


la 
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是 这 样 ,差分 方程 的 求解 还 会 有 计算 误差 , 壁 如 由 于 数字 舍 入 而 引起 的 小 扰动 .这 种 小 扰动 在 传 
播 过 程 中 会 不 会 恶性 增长 ,以 至 于 “淹没 ”了 差分 方程 的 “ 真 解 ” 呢 ?这 就 是 差分 方法 的 稳定 性 
问题 .在 实际 计算 中 ,我 们 希望 某 一 步 产 生 的 扰动 值 ,在 后 面 的 计算 中 能 够 被 控制 ,甚至 是 逐步 
衰减 的 . 

定义 7.5 ”车 一 种 数值 方法 在 节点 值 y, 上 大 小 为 6 的 扰动 ,于 以 后 各 节点 值 ya Cm 之 2) 
上 产生 的 偏差 均 不 超过 9 , 则 称 该 方法 是 稳定 的 . 


y (x)=—100y(z) 
【 例 7-4】 考察 初 信 问 题 [ Ra ,其 准确 解 y(z) 一 ez 是 一 个 按 指数 曲线 

y(0) = 

衰减 得 很 快 的 函数 ,如 图 7.2 所 示 . 
了 个 
6 上 
4 Xx 
4 上 
二 
让 * y=y(x) 
0 = 
= 过 
-2 上 x 
= 
-4 上 总 
-5 


图 7.2 y 了 = 一 y(x) 的 图 形 


用 欧 拉 法 解 方程 得 
yn = (1— 100h)y, 
若 取 h 二 0.025, 则 欧 拉 公式 的 具体 形式 为 
ynti = (1— 100h)y, 
计算 结果 列 于 表 7.3 中 ,我 们 看 到 , 欧 拉 方法 的 解 y, (图 7.2 中 用 X 标 出 ) 在 准确 值 y (xz,) 
的 上 下 波动 ,计算 过 程 明显 地 不 稳定 ,但 车 取 有 二 0.005, yn 一 0.5y。, 则 计算 过 程 稳定 . 


表 7.3 ” 欧 拉 法 和 后 退 欧 拉 法 比较 结果 


节点 欧 拉 方法 后 退 的 欧 拉 方法 节点 欧 拉 方法 后 退 欧 拉 方 法 
0.025 = 0.2857 0.075 一 3.375 0.0233 
0.050 2.25 0.0816 0.100 5.0625 0.0067 


再 考虑 后 退 的 欧 拉 方 法 , 取 有 二 0.025 时 的 计算 公式 为 


二 
Yntl 3.5>" 


1 


其 


计算 结果 列 于 表 7.3 中 (图 7.2 以 。 号 标 出 ) ,这 时 计算 过 程 是 稳定 的 . 
为 了 只 考察 数值 方法 本 身 , 通 常 只 检验 将 数值 方法 用 于 解 模型 方程 的 稳定 性 ,模型 方程 为 


y 一 My (7.18) 
其 中 ， 为 复数 . 
下 面 研 究 欧 拉 方法 的 稳定 性 .模型 方程 y 二 XAy 的 欧 拉 公式 为 
yan 一 (1 十 MA)y。 (710) 


设 在 节点 值 y, 上 有 一 扰动 值 e,, 它 的 传播 节点 ys 产生 大 小 为 ssa 的 扰动 值 ,假设 用 
yy 二 ys 十 e，, 按 欧 拉 公 式 得 出 yi 二 yn 十 swa 的 计算 过 程 不 再 有 新 的 误差 , 则 扰动 值 满足 
Ent1 二 (1 二 haA)e, 

可 见 扰动 值 满足 原来 的 差分 方程 (7.19). 这 样 ,如 果 差 分 方程 的 解 是 不 增长 的 , 即 有 
[yan | |y,| 
则 它 就 是 稳定 的 .这 一 论断 对 于 下 面 要 研究 的 其 他 方法 同样 适用 . 
显然 ,为 了 保证 差分 方程 (7.18) 的 解 是 不 增长 的 ,只 要 选取 户 充 分 小 ,使 
|1+m|<1 (7.20) 
在 4 ==h4 的 复 平面 上 ,这 是 以 (一 1,0) 为 圆心 ,1 为 半径 的 单位 圆 内 部 ( 见 图 7.3) , 称 为 欧 拉 
法 的 绝对 稳定 域 ,相应 的 绝对 稳定 区 间 为 (一 2,0) ,一 般 情 形 可 如 下 定义 . 
Im(21) 1 


2 
、4 


7.3 ” 欧 拉 法 的 绝对 稳定 域 


定义 7.5 单 步 法 (7.17) 用 于 解 模型 方程 (7.18), 若 得 到 的 解 ya = 二 E(hXA)y，, 满足 
|E(hX) | 二 1, 则 称 方法 (7.17) 是 绝对 稳定 的 .在 yj 一 和 的 平面 上 ,使 |E(h4) | 二 1 的 变量 围 成 
的 区 域 , 称 为 绝对 稳定 域 . 它 与 实 轴 的 交 称 为 绝对 稳定 区 间 . 

对 欧 拉 法 无 (AAA ) 王 1 十 MA ,其 绝对 稳定 域 由 (7.20) 式 给 出 ,绝对 稳定 区 间 为 一 2 二 h4 二 0， 
在 【 例 7-4] 中 4== 一 100, 一 2 二 一 100h 二 0, 即 0 二 有 二 2/100==0.02 为 绝对 稳定 区 间 ,【 例 7-4] 
中 取 及 二 0.025, 故 它 是 不 稳定 的 , 当 取 有 二 0.005 时 它 是 稳定 的 . 

对 于 二 阶 龙 格 一 库 塔 方法 ,将 其 用 于 解 模型 方程 (7.18) ,同样 可 以 得 到 稳定 区 域 和 绝对 稳 


[la 
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对 于 隐 式 单 步 法 ,可 以 用 同样 的 方法 讨论 绝对 稳定 性 .例如 对 后 退 欧 拉 法 ,用 它 解 模型 方 


1 
下 (MA) 一 一 7 


由 1EG)|=| 和 | 二 1 可 得 绝对 稳定 域 为 |1 一 从 | 之 1, 它 是 以 (1,0) 为 圆心 ,1 为 半 


径 的 单位 圆 外 部 , 故 绝对 稳定 区 间 为 一 w 二 h4 二 0. 当 4 二 0 时 , 则 0 二 hh 二 w, 即 对 于 任何 步 长 
都 是 稳定 的 . 


$7.5 线性 多 步 方法 


7.5.1 线性 多 步 方法 的 基本 思想 


在 微分 方程 求解 的 递 推 公式 中 , 计算 > 之 前 , 事实 上 , 近似 值 y，>y，…，>， 已 经 求 
出 , 若 能 充分 利用 第 十 1 步 前 面 的 多 步 信息 来 计算 y,，, 就 可 以 希望 获得 较 高 的 精度 . 这 就 是 
构造 线性 多 步 方法 的 思想 . 

我 们 已 经 知道 , 微分 方程 初 值 问题 (7.1) 等 价 于 积分 方程 


工 m 十 1 
yz) =yCzo) 十 | 和 Lz，y(z)]dz. 


用 次 插值 多 项 式 P, (xz) 来 代替 FLz ，y(z)], 即 令 f[zx, y(z)]=Pi(z) 十 Ri(z), 则 


yr) =y(z,) +|™ PCz)dz + 站 Ri Cx) dz 
使 去 余 项 
R, sl Ri (zx)dz 
设 y, 一 ye ,而 yw 为 ye ,， 的 近似 值 , 便 可 得 到 一 类 线性 多 步 方法 的 计算 公式 
Yah = + (Cz)dz eraly 


Pi(z) 分 别 取 0 次 和 1 次 多 项 式 , 就 是 我 们 已 知 的 显 式 、 隐 式 欧 拉 公 式 和 梯形 公式 . 若 需 
要 提高 计算 精度 ,就 要 用 更 高 次 的 插值 多 项 式 Pe(Cz) 来 代替 FLz，y(z)]. 
了 借 
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7.5.2 ” 阿 当 姨 斯 外 插 公 式 及 其 误差 


在 式 (7.21) 中 , 作 三 次 插值 多 项 式 P; (zx), 选取 zx,, x, 1，x,s，ZXx,s 作为 插值 节点 , 记 
F(Cz)= 王 rrLz，yCz)], 则 F(x) 的 三 次 插值 多 项 式 
Ps(zx) = 站 (可 于 cc 


i=0 \j=0 Tai™ Taj 


J 


其 插值 余 项 为 Ri(z) = 让 C8) Cz Za)(Z 一 zol)( 工 一 Zoo)(Z 一 并 3). 


由 式 (7.21), 令 工 = 二 xz, 十 th(h 为 步 长 ), 则 


TH 1 
| ” Ps(r)dr -| [Fd Gt DG tt + Re t+ + 
Zn or3!l < 

FF t DGtD + Ft Dt2)]hd 


=[55F Cz, )—59F(zx,)++37F(x, 2s)— 9F(zr, 3)] 
这 样 , 便 有 式 
Yatl 三 yn 十 各 [557(z。 一 59 太 (二 二 六 十 377(2aae Yea) — 9f (Bas is) 


7 一 3，4，5，… ER 

式 (7.22) 称 为 线性 四 步 阿 当 姆 斯 (Adams) 显 式 公式 . 由 于 插值 多 项 式 P;(x) 是 在 
[za， Xsj] 上 作出 的 , 而 积分 区 间 为 Lx, ,znj]， 所 以 式 (7.18) 也 称 为 阿 当 姆 斯 外 插 公式 . 其 
局 部 截断 误差 就 是 数值 积分 的 误差 为 


R, =| Rede 


-| ke: Tn TO— Te) TO— TT — Te dr 


由 于 (2 一 (2 二 Bea 一 WeaJ(z 一 wa) 在 [zys zs 上 上 不 变 号 并 必 卫 Ko 在 
[zs-1， Xsj] 上 连续 , 利用 积分 第 二 中 值 定理 , 存在 y, € [zx,， zti], 使 得 


R, 一 二 Fo Ce.) | x a = 


24 
= FY 0,) = hy yu) 一 OGA5) (2 的 


因此 , 式 (7.23) 是 一 个 四 阶 公 式 . 

注意 到 阿 当 姆 斯 外 插 公式 要 进行 计算 , 必须 提供 初 值 y ,yo。，y。，ys. 实际 计算 中 , 常用 
四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 出 这 些 初 值 . 然后 再 由 阿 当 姆 斯 外 插 公式 计算 . 

【 例 7-5】 用 阿 当 姆 斯 外 插 公式 求解 初 值 问 题 


[iss 
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在 [0, 1] 上 的 数值 解 ( 取 有 二 0.1). 
解 ” 先 由 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 出 初 值 , 结果 见 表 7.4. 
表 7.4 ” 初 值 结果 表 


0 0.1 0.2 0.3 
yn 1 1.095 446 1.183 217 1.264 916 


然后 由 式 (7.22) 计算 其 他 点 处 的 值 , 结果 见 表 7.5. 
表 7.5 其 他 点 结果 表 


i 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
Yn 1.341 551 1.414 045 1.483 017 1.548 917 1.612 114 1.672 914 1.731 566 
Yrn) 1.341 641 1.414 214 1.483 240 1.549 193 1.612 452 1.673 320 1.732 051 


7.5.3 阿 当 姆 斯 内 插 公 式 


在 式 (7.17) 中 , 若 以 zw，zw，zoi，zo-z 为 搬 值 节点 作 jz,， >yCz)) 的 三 次 插值 多 项 式 ， 
类 似 于 上 段 做 法 ,可 得 计算 公式 及 截断 误差 


有 h 
yatl —ys + gL9 frnt19f,—5f, tf (7.24) 
R == ym ) =O(h5) (C7253 
"R02 ~“ 


式 (7.24) 称 为 线性 三 步 阿 当 姆 斯 公式 , 或 称 为 阿 当 姆 斯 内 插 公式 , 也 是 四 阶 方法 . 
式 (7.24) 是 隐 式 公式 , 不 便于 直接 使 用 . 仿照 改进 欧 拉 公式 的 构造 方法 , 将 显 式 (7.22) 与 
隐 式 (7.24) 结合 , 则 有 以 下 预 估 一 校正 公式 , 即 


六 [557， 59fa1 37f,2 — 9f,-s] 


| = f(r sok) 


预 估 yt 一 yn 


校正 yw 一 y 十 革 [97 十 19f。 一 5f 十 fe] 


环 : 王 训 和 8 
上 面 我 们 建立 了 两 个 四 阶 的 线性 多 步 公式 , 在 实际 计算 中 经 常 使 用 , 从 理论 上 , 还 可 以 
建立 更 高 阶 的 线性 多 步 公式 , 但 由 于 高 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 不 一 定 一 致 地 收敛 于 被 插值 函 
数 (甚至 出 现 龙 格 现象 ). 特别 地 , 它 的 导数 不 一 定 能 更 好 地 近似 被 插值 函数 的 导数 ,所 以 建立 
更 高 阶 的 多 步 公 式 没有 太 大 的 意义 . 


9 


"a 


$7.6 ”一 阶 微分 方程 组 和 高 阶 微分 方程 的 数值 解法 


7.6.1 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解法 
前 面 介绍 了 一 阶 常 微分 方程 的 各 种 解法 ,对 微分 方程 组 同样 适用 . 其 计算 公式 , 截断 误差 
推导 与 一 阶 方程 类 似 , 下 面 以 两 个 未 知 函 数 的 方程 组 为 例 , 并 直接 给 出 计算 公式 . 设 讨论 的 微 
分 方程 组 初 值 问 题 为 
po, re) yt) = toET 


dz 
dt 
(1) 欧 拉 计算 公式 为 


=g(t, y, z), z(to) 一 zo 


Yati 一 yn hf tns yn» Zn) 
zhH =zn hglts, ya, za) i 
(2) 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 计算 公 式 为 
yn 一 yn 十 Ck 24: 十 2ks 十 k4) 
(7.27) 
Te 6 (Ca 二 2m2 十 2m3 十 m4) 
其 中 
Ri =hf (ts Yoav Eh) 
mi=hg(t,, yn, Zn) 
ks =hf (ts, th/2, yr ki/2, zs m1/2) 
mz =hg (tn th/2, yn tk1/2, zn tm1/2) 
ks =hf (t,th/2, ya ks/2, zs m2/2) 
ms 一 Ag (tn th/2, yn tk2/2, za tmz/2) 
ks =hf(t, th, ys tks, zs 十 za3) 
m4 =hg(s 二 hh, ys 二 R33, za 二 m3) 
(3) 四 阶 阿 当 姆 斯 外 插 计算 公式 为 
yeti 一 加 十 各 [5 一 597 十 37f ,9f 4] 
zuH 一 =， 十 各 [55g。 一 59g。; 十 37g。， 一 9g。 3?] C7.28) 
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7.6.2 高 阶 常 微分 方程 
对 于 高 阶 常 微分 方程 , 它 总 可 以 化 成 方程 组 的 形式 . 例如 , 二 阶 方程 


多 一 Crz，y，y) 
bg 一 yo y (x0) =y (x0) We 
我 们 可 以 将 其 化 为 一 阶 方程 组 
y= 多 
z=f(z, y, z) (7.30) 
(zo) 一 yo，z(zo) 一 y0 一 zo 
再 利用 常 微分 方程 组 的 数值 解法 进行 求解 . 
车 将 上 述 方法 推广 至 m 阶 微分 方程 的 初 值 问题 : 
y= yr Wo ye D) 《3 
初始 条 件 为 
y(zo) 一 yo yzo)，…，ym DCzo) 《7.32》 


我 们 引进 新 的 变量 y==y ,yz 三 y，…， ym 二 y”，”， 即 可 将 m 阶 方程 (7.28) 化 为 如 下 的 
一 阶 方程 组 


,一 ys 
?一 ?3 
(7.33) 
yw-1 一 yym 
yw 一 Cr，21，32，…，ym) 
则 初始 条 件 相应 地 化 为 
yi(zo) 一 yo，ya(zo) 一 ，…，yw(zo) 一 yo (7.34) 


不 难 证 明 , 式 (7.33)、 式 (7.34) 和 式 (7.31)、 式 (7.32) 是 等 价 的 . 
7.6.3 算法 评价 


本 章 着 重 介绍 了 常 微分 方程 初 值 问 题 的 数值 解法 , 主要 有 欧 拉 方 法 , 龙 格 - 库 塔 方法 及 
线性 多 步 方法 等 . 

欧 拉 方法 是 最 简单 、 最 基本 的 方法 , 利用 差 商 代替 微 商 , 就 可 以 得 到 一 系列 欧 拉 公式 .这 
些 公式 形式 简洁 , 易于 编程 计算 , 但 精度 较 低 , 可 方便 用 于 精度 不 高 的 近似 计算 . 

龙 格 - 库 塔 方法 是 利用 区 间 上 多 个 点 的 斜率 值 的 加 权 平 均 的 思想 , 得 出 的 高 精度 的 计算 
公式 .特别 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 , 易于 编程 计算 , 精度 较 高 , 是 常用 的 工程 计算 方法 . 

线性 多 步 方法 是 在 用 插值 多 项 式 代替 被 积 函数 的 基础 上 构造 的 , 它 可 利用 前 面 若干 步 计算 结 
果 的 信息 , 使 计算 结果 提高 精度 , 适用 于 f(x, y) 较 复 杂 的 情形 .但 需 利 用 其 他 方法 提供 初 值 . 
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$7.7 上 机 实验 


7.7.1 “实验 目的 


1. 掌握 求解 微分 方程 几 种 数值 方法 : 显 式 欧 拉 公 式 、 隐 式 欧 拉 公式 、 龙 格 - 库 塔 方法 , 并 
比较 几 种 方法 的 精度 和 效率 . 
2. 利用 MATLAB 软件 中 求解 微分 方程 和 微分 方程 组 . 


7.7.2 ”实验 内 容 与 要 求 


1. 写 出 显 式 欧 拉 公式 、 隐 式 欧 拉 公 式 、 梯 形 公 式 和 龙 格 - 库 塔 方法 的 MATLAB 程序 , 并 
比较 几 种 方法 的 精度 和 效率 . 

2. 利用 MATLAB 中 已 有 的 程序 求解 常 微 分 方程 . 

MATLAB 中 常用 的 求解 常 微分 方程 的 命令 有 以 下 两 个 . 

I[T,Y] = solver(odefun,tspan,y0) 

说 明 : 该 命令 在 区 间 tspan 上 , 用 初始 条 件 y0 求解 显 式微 分 方程 Y 二 f(t, y). 

Solver 为 命令 ode45 、ode23 、odel13 、odel5s、ode23s、ode23t、ode23tb 之 一 ， 见 表 7.6. 


表 7.6 不 同 求解 器 Solver 的 特点 


求解 器 Solver ”ODE 类 型 ” 特点 说 明 
一 步 算法 , 4, 5 阶 Runge-Kutta 方程 ， 累 计 pe 

ode45 非 刚性 。。 天 帮 训 和 5 大 部 分 场合 的 首选 算法 

一 步 算 法 , 2, 3 阶 Runge-Kutta 方程 , 累计 、 ye ps 

ode23 非 刚性 太志 讽 适用 于 精度 较 低 的 情形 

odel13 非 刚性 多 步 法 ，Adems 算法 ， 商 低 精度 均 可 到 计算 时 间 比 odet5 短 

ode23t 适度 刚性 采用 梯形 算法 适度 刚性 情形 

odel5s 刚性 多 步 法 . Gears 反 向 数值 积分 ,精度 中 等 。 车 ode45 失效 时 ,可 尝试 使 用 

ode23s 刚性 一 步 法 ,2 阶 Rosebrock 算法 , 低 精度 ee 


【 例 7-6】 求解 微分 方程 = 一 2y 十 2z2 十 2z, 0 过 工 乏 0.5，y(0) 一 1. 
fun=inline('—-2* y+2* X^2+2*+ xX", 'X','y');? 


[x,y] =ode23(fun, [0,0.5],1) 


【 例 7-7】 求解 描述 振荡 器 的 经 典 的 Ver der Pol 微分 方程 


> ACG 一 >) ty 0, y(0)=1, y'(0)=0 
分 析 : 令 z= 二 y, xz 二 dy/dt, p= 二 7, 则 
dri/dt 一 Za 
dzs/d =7(1 — zi)zs — zi 
编写 函数 文件 vdp.m: 
在 命令 窗口 中 执行 ， 


图 形 结果 如 图 7.4 和 7.5 所 示 


1 r + 一 


29 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.450.5 


图 7.4 【 例 7-6] 图形 结 果 图 7.5 【 例 7-7] 图 形 结果 


@ 常 微分 方程 的 符号 解 
S=dsolve('eql, eq2, *…','condl, cond2,*…"','v') 
用 字符 串 方程 表示 , 自 变 量 缺 省 值 为 t. 导数 用 了 表示 , 二 阶 导数 用 D2 表示 , 以 此 类 推 . S 返 回 
解析 解 . 在 方程 组 情形 , S 为 一 个 符号 结构 . 
【 例 7-8】 求解 微分 方程 
y = 一 y 十 t 十 1,y(0)=1 
解 ” 先 求解 析 解 , 再 求 数值 解 , 并 进行 比较 . 由 


可 得 解析 解 为 y 一 上 十 ef 
| 


【 例 7-9】 求解 微分 方程 组 
f=f+g,g =g—f,f'(0)=1,g’'(0)=1 
解 ”输入 下 列 命令 : 


得 出 结果 : 


7.7.3 “实验 题目 


1. 利 用 显 式 欧 拉 公 式 、 隐 式 欧 拉 公 式 、 梯 形 公式 和 龙 格 - 库 塔 方法 求解 微分 方程 的 初 值 问 
题 , 画 出 图 形 , 比较 几 种 方法 的 精度 和 效率 . 
y=y+2r,0<r<3 
bet 一 1 


2. 求 方程 
ml0' 一 mgsin0:0(0) 一 0o,0(0) 一 0 
的 数值 解 . 不 妨 取 /= 二 1,g 一 9.8,0(0) 一 15. 


习 题 


1. 分 别 用 显 式 欧 拉 公式 和 欧 拉 预 估 -校正 公式 求解 初 值 问题 
yy =z 二 Ty? 
be 一 1 
在 x E [0, 0.5] 上 的 数值 解 ( 取 h 二 0.1). 
2. 证 明 欧 拉 预 估 - 校正 公式 可 精确 求解 初 值 问 题 y 一 az 十 5b, y(0) 一 0. 


= a “0SrTEl, 
3. 用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 初 值 问题 ( 取 有 二 0.2) 1 工 十 工 


(0) 一 1. 


4. 用 阿 当 旭 斯 外 搬 公 式 求 初 值 问题 人 ?在 [0， 1] 上 的 数值 解 ( 取 有 二 0.1). 
5 二 
5. 证 明 对 任何 参数 +， 下 列 是 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 


四 
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1 
Vntl 一 yn 十 就 (az 十 ks) 


ki =hf (rz,, y) 
Ra =hf(z, tith, y, titk) 
Vd EP Wr | 
6. 对 初 值 问题 y 二 f(z ,y), y(zxo) 二 yo 的 计算 公 
yat 一 yn th[Laf xa, ys) of rs yri) tef (rns yn-2)] 


假设 ys 二 y (zs) ,yy(rIn1) 二 yr， y (Xz,) 二 yn， 试 确定 参数 a ,b,c，, 使 该 公式 的 局 部 


截断 误差 为 O(h). 
7. 利用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求解 微分 方程 组 
y= 1 ，y(0) 一 1 
一 下 
让 = 一 下 二 看 x(0) 一 1 
y 


在 x € [0, 1] 上 的 数值 解 ( 取 户 一 0.2). 
8. 构造 形 如 


ynti 一 aoyn 十 azyw-i 十 asynr-z 二 hbof (xr, yn) +tbf (rei, yn) bosf (zs, yn-2)] 


的 三 阶 线性 三 步 公式 . 
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$8.1 3 引 


许多 工程 实际 问题 的 求解 如 振动 问题 、 稳 定性 问题 等 , 最 终 都 归结 为 求 某 些 矩阵 的 特 
征 值 和 特征 向 量 的 问题 .我 们 知道 , n 阶 方 阵 4 E R” 的 特征 值 与 特征 向 量 , 是 满足 如 下 两 个 
方程 的 数 X* € C 和 非 零 向 量 x EC" : 
户 (A) 一 det(4 一 MT) =0 C&L1y 
Ax 二 Xx 或 (4 一 ADx 一 0 (8.2) 
式 (8.1) 称 为 矩阵 A 的 特征 方程 , I 是 阶 单位 阵 , det(A 一 MT) 表示 方 阵 4 一 AT 的 行列 式 , 它 
是 4 的 n 次 代数 多 项 式 , 当 较 大 时 其 零点 难以 准确 求解 ,只 能 通过 近似 计算 得 到 ,而 高 次 方程 
近似 求 根 的 稳定 性 差 , 求 得 的 近似 解 会 有 较 大 误差 . 因此 ,从 数值 计算 的 观点 来 看 , 用 特征 多 
项 式 来 求 矩 阵 特征 值 的 方法 并 不 可 取 , 必须 建立 有 效 的 数值 方法 . 
在 实际 应 用 中 , 求 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 通常 采用 迭代 法 , 其 基本 思想 是 , 将 特征 值 
和 特征 向 量 作为 一 个 无 限 序 列 的 极限 来 求 得 , 舍 入 误差 对 这 类 方法 的 影响 很 小 , 但 通常 计算 量 
较 大 . 
本 章 将 介绍 一 些 计算 机 上 常用 的 两 类 方法 , 一 类 是 寡 法 及 反 过 法 (迭代 法 ); 另 一 类 是 正 
交 相 似 变 换 的 方法 (变换 法 ). 


$ 8.2 ” 景 法 与 反 肾 法 


8.2.1 办 法 


在 一 些 工程 物理 问题 中 , 通常 只 需要 我 们 求 出 矩阵 的 按 模 最 大 的 特征 值 ( 称 为 4 的 主 特 
征 值 ) 和 相应 的 特征 向 量 , 对 于 解 这 种 特征 值 问题 , 应 用 笑 法 是 合适 的 . 宪法 是 一 种 计算 实 矩 
阵 4 的 主 特征 值 的 一 种 迭代 法 , 最 大 的 优点 是 方法 简单 ,对 稀 玻 矩阵 较 合适 , 但 有 时 收敛 速度 
很 慢 . 
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设 实 矩阵 4=(az5 ),。 有 一 个 完全 的 特征 向 量 组 , 其 特征 值 为 4 ,… ,4,，, 相应 的 特征 向 量 为 
XxX1，X2，"…，Xs. 已 知 A 的 主 特征 值 是 实 根 , 且 满 足下 述 条 件 
141 1>14;: | 宇 |4s | 宇 … 宇 14, | 
守法 的 基本 思路 是 任 取 一 个 非 零 的 初始 向 量 w，, 由 矩阵 A 构造 一 向 量 序列 
V1 一 4Avo 


vs 一 4 =A?v, 


(8.3) 
ET ED 
称 为 近代 向 量 . 由 假设 vo 可 表示 为 
Vo 二 QiX1 十 azsxz 十 … 十 a,x,( 设 al 关 0) (8.4) 
于 是 
内 一 Am 一 At 一 ai 二 asAtlxs 十 … 十 anA kx, 
二 44 Lar t Da 2 x= A4[aixi 二 ex] (8.5) 
& j 
其 中 g4 一 Da 他) i 
i=2 A 
由 假设 I | 二 1G =2, 3,…,n), 故 gi 一 0(k 一 wm), 从 而 
外 着 -em 
这 说 明 序列 进 越 来 越 接 近 A 的 对 应 于 A; 的 特征 向 量 , 或 者 说 当 & 充分 大 时 
Ve Se ah4xr1 (8.6) 
即 和 迭代 向 量 mw 为 4 的 特征 向 量 的 近似 向 量 ( 除 一 个 因子 外 ). 
下 面 再 考虑 主 特征 值 M; 的 计算 . 用 (we); 表示 w 的 第 i 个 分 量 , 则 
(Vath) Q1 (X1)i 十 (BkH)i 
(Va): ”ai (zi)i 十 (zt); 0 
取 极 限 得 到 
,Vern)i 
ln ye = (8.8) 


也 就 是 说 两 相 邻 迭代 向 量 分 量 的 比值 收 仇 到 主 特征 值 . 
这 种 由 已 知 非 零 向 量 w 及 矩阵 4 的 乘客 A 构造 向 量 序列 {vy} 以 计算 4 的 主 特征 值 4,， 
(利用 式 (8.7)) 及 相应 特征 向 量 ( 利 用 式 (8.6)) 的 方法 称 为 宕 法 . 


Ys 着 


由 式 (8.7) 知 一 一 一 一 人 ; 的 收敛 速度 由 比值 二 X42/41 来 确定 ,> 越 小 收敛 越 快 , 但 当 


147| 


"Xa 


r 二 4s/41 之 1 时 收敛 可 能 就 很 慢 . 
总 结 上 述 讨 论 , 有 : 
定理 8.1 设 A € R"”” 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 主 特征 值 入 满足 | X | 二 | 和 | 三 
| | 三 … 三 | 和 ，。 |， 则 对 任何 非 零 初始 向 量 vCai 了 0), 式 (8.6) 和 (8.8) 成 立 . 
车 A 的 主 特征 值 为 实 重 根 , 即 M; 一 M， 一 … 一 1,，, 且 
| Ar [Bd A [> 三 | Ns | 
又 设 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 1, 对 应 的 ~ 个 线性 无 关 特 征 向 量 为 x ,xs，…, x, 则 
由 式 (8.3) 
Wy Da, 十 Se (人 


i=r+1 


lim 洛 一 Dan, Der, 天 0) 


这 说 明 当 A 前 让 往生 得 号 二 卫 是 福 定理 8.1 的 结论 还 是 正确 的 . 

应 用 宪法 计算 4 的 主 特征 值 Mh, 及 对 应 的 特征 向 量 时 , 如 果 | 41 | 二 1( 或 1X1 | 二 1), 达 
代 向 量 v 的 各 个 不 等 于 零 的 分 量 将 随 k 一 wm 而 趋向 于 无 穷 ( 或 趋 于 零 ), 这 样 在 计算 机 计算 时 
就 可 能 “溢出 ” 为 了 克服 这 个 缺点 , 求 需要 将 代 向 量 加 以 规范 化 . 设 有 一 向 量 v 和 0, 将 其 规范 


化 得 到 向 量 u = a ,其 中 max(v) 表示 向 量 v 的 绝对 值 最 大 的 分 量 . 
机 二 二 而 的 条 村 让 十 长 可 记 科 过 省 行 : 任 取 一 初始 向 量 w 天 0(Coi 取 0)，, 构造 向 量 序列 
max{tye ): 
Vi Avo 


Vi 一 4Auo =Avo, ul 
maxv: max(Avo) 


六 FP Vs Pl 
V2 ul » U2 
max(Avo) max(ys) max(42vo) 
A‘*y, 44tvo 
Vk » Uk 


max(A‘ yo) max(A*yvo) 


由 式 (8.3) 
于 严 全 二 
DA 二 Af[aixi 十 > ai 7) xij 
i=1 i=2 1 


天 A 天 
A at [Lax + oad) xz 


max(A*vo) 


Uk 


n k 
max[At (aixit >)ai (人 ) Ep 
i=2 1 


天 nl 
[aixi 填 as Cy xij 
i=2 A 


n As 天 
max[Laixi 十 > ai ) p | 
i=2 和 


Lis 


第 8 章 和 窍 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 


这 说 明 规范 化 向 量 序列 收敛 到 主 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 
同 理 , 可 得 到 


NW 大 
Mt [ax 十 2)o (G7) xi] 
i=2 1 


Vk 1 


EL F [nt 
max[4 和 aixi 十 Ss CU) xij 
i=2 1 


2 
A1 max[aixi 十 Dar Tx] 
i=2 1 


max(v:) a 一 AR 一 o0 


max[aixi 十 3 (2) We] 
i=2 Al 
收敛 速度 由 比值 = 二 Xs/41 确定 . 总 结 上 述 讨论 , 有 
定理 8.2 设 A € R” 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 主 特征 值 4, 满 足 
1241 1 二 >14; | 宇 |4; | 宇 … 宇 |4 |” 
则 对 任意 非 零 初始 向 量 vo = 二 wo lal 了 关 0)，, 按 下 述 方法 构造 的 向 量 序列 {4}, {v4): 
yo 一 wo 天 0 
Ve =Auri 


一 1，2，… (8.9) 


Vk 


Wt = 
max(v:) 


有 limus = 一 一 一 , lim max(w ) =A. 
hm max(x1) km 


【 例 8-1】 求 矩 阵 4 的 按 模 最 大 的 特征 值 


a | 
Sl 本 | 一 


解 ” 取 vy ==(1,0)7, 计算 v 一 4 ,计算 结果 如 表 8.1 所 示 . 
表 8.1 乘客 法 计算 结果 表 


4 op 到 vn /ot vo /or 
0 1 0 

I 0.25 0.2 

2 0.10250 0.083333 0.41 0.41665 
3 0.42292 0.034389 0.41260 0.41267 
4 0.17451 0.014190 0.41263 0.41263 


可 取 ) < 0.41263,z (0.017451, 0.014190)7 
【 例 8-2】 用 规范 化 乘 每 法 求解 [ 例 8- 11, 仍 取 xm = v= 二 (1, 0)7 ,计算 结果 如 表 8.2 所 示 . 


1 


"a 


表 8.2 规范 化 乘 景 法 计算 结果 表 


k 0 1 2 3 4 

pk 0.25 0.41 0.412602 0.412627 
ut 1 1 1 YL 
uu 0 0.8 0.813008 0.813136 0.813138 


可 取 A = 0.412627,z 六 (1,0.813138)7. 
8.2.2 反 规 法 


反 竹 法 用 来 计算 矩阵 按 模 最 小 的 特征 值 及 其 特征 向 量 , 及 计算 对 应 于 一 个 给 定 近 似 特征 
值 的 特征 向 量 . 设 A € R” 为 非 奇异 矩阵 , 4 的 特征 值 次 序 记 为 
141 | 宇 |4s | 宇 … 宇 |4, | 二 0 


相应 的 特征 向 量 为 x ，xs，…， x。, 则 A 的 特征 值 为 | 二 | 之 | | 写 … 之 | 二 |, 对 应 的 
n nl 


1 
和 
特征 向 量 为 x,,， x, ，… ,x1,44 的 问题 就 是 计算 4 的 按 模 最 大 的 特征 值 问题 . 对 于 4 应 用 
徊 法 迭代 ( 称 为 反 竹 法 ), 可 求 得 矩阵 4 的 主 特征 值 二. 从 而 求 得 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 4，. 


反 笑 法 迭代 公式 如 下 : 
任 取 初 始 向 量 w = 二 uo 天 0， 构造 向 量 序列 
Wi 
ye kl, 2 (8.10) 
u 


max(v) 
迭代 向 量 v 可 以 通过 解 方程 组 Av 二 wi- 求 得 . 
定理 8.3 设 A 有 nn 个 线性 代数 的 特征 向 量 , 4 为 非 奇 异 矩 阵 且 特 征 值 满足 
141 | 宇 |4: | 宇 |4s | 宇 … 宇 | 4 | 过 | | 宇 0 
则 对 任何 初始 非 零 向 量 wo = 二 vo Ca, 关 0). 由 反 短 法 构造 的 向 量 序列 {py )， {ui}. 


Xk 


(1) 1i 一 $ 
1 limu max(xx) 
As 
Anl 


(2) lim max(wy) i 收 全 速度 的 比 人 为 | 


规范 反 短 法 迭代 公式 可 写 为 


VE 
Wi = 
"max(W) ,bol 2 (8.11) 


Avir =ur 


lm 
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$8.3 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 用 于 求解 实 对 称 和 矩阵 的 全 部 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 . 其 数学 原理 如 下 : 

(1) n 阶 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 全 为 实数 , 其 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 且 两 两 正 交 . 

(2) 相似 矩阵 具有 相同 的 特征 值 . 

(3) 车 阶 实 和 矩阵 A 是 对 称 的 , 则 存在 正 交 和 矩阵 Q@, 使 得 QTAQ =D, 其 中 DD 是 一 个 对 角 
和 矩阵, 它 的 对 角 元 素 41, 4,,…, 4, 就 是 A 的 特征 值 , 8 的 第 i 列 向 量 就 是 X; 对 应 的 特征 向 量 . 

雅 可 比方 法 就 是 基于 上 述 原理 , 用 一 系列 正 交 变换 对 角 化 4， 即 逐 步 消去 4 的 非 对 角 元 ， 
从 而 得 到 A 的 全 部 特征 值 . 


8.3.1 “” 实 对 称 纸 阵 的 旋转 正 交 相似 变换 


这 里 首先 介绍 一 种 正 交 变 换 , 它 是 雅 可 比方 法 的 基本 工具 . 
定义 8.1 设 1 乏 ;一 ) 迄 2, 则 称 和 矩阵 


cosg ke sing i 行 
1 
Ry = : a (8.12) 
一 sin 9 i cosg j 行 
1 
i 列 7 列 


为 (i, j) 平 面 的 旋转 矩阵 或 Givens 变换 矩阵 . 
显然 , R= 二 R; 为 正 交 和 矩阵 , 即 RTR ==I 对 于 向 量 x € R”, 由 线性 变换 y 二 Rx 得 到 的 y 的 
分 量 为 
yi 一 Zicosyp 十 Zijisin 9p 
J 一 一 Zisinyp 十 Zicosy 
办 一 zx ki,j 
即 用 R; 对 向 量 x 作用 ,只 改变 其 第 i, j 两 个 分 量 . 
由 矩阵 R 一 Ri; 确定 的 正 交 变 换 y 一 Rx 称 为 平面 旋转 变换 或 Givens 变换 .根据 式 (8.12) 容 
易 验 证 , 矩阵 R; 具有 下 列 基 本 性 质 : 
加 


"Xn 


定理 8.4 设 x € R" 的 第 j 个 分 量 x; 关 0, 1 二 i 二 j 二 n. 若 令 


流放 . | 
c=cosg ， 5 一 sin yp (8.13) 
wy ve? 


则 y= 二 Rijx 的 分 量 为 
yi 一 Vz 十 zy 一 0 
一 Ziy ki,j 
上 述 定理 表明 , 可 以 用 Givens 变换 将 向 量 的 某 个 分 量变 为 零 元 素 . 
【 例 8-3〗 设 z=( 一 2,4, 一 1,3)7, 构造 Givens 变换 Rs, 使 得 y = 二 Rox 的 分 量 y4 一 0. 
解 ”这 里 的 ;一 2, j =4. 按 式 (8.12) 有 


(8.14) 


c=cosg 人 Sin 9 3 2 
VE 二 3: 3 VE 5 
由 式 (8.11), 得 
1 
EE 区 
5 5 
及 2 一 
1 
二 地 下 
5 5 


由 于 ys 一 V4 生 十 3 一 5, 故 由 式 (8.13) 得 , y= 一 Rax 二 (一 2, 5, 一 1, 0)7. 
下 面 讨论 Givens 变换 对 实 对 称 和 矩阵 的 作用 , 用 旋转 矩阵 Ri; 对 实 对 称 和 矩阵 4 三 (ay )ww 作 
正 交 相似 变换 ,所 得 矩阵 记 为 4;, 即 A1 二 RjAR3 二 (a 由 ) ,显然 
4T 一 (Ri4RT)T 一 RART 一 A， 
即 A1 仍 为 实 对 称 和 矩阵 , 直接 计算 , 得 


as =aa cos’g +aj sing +2aiscos gsing 


a =as sin’g 十 ai cos2p 一 2aicos psin 9 
ad’ =af? =aucos 9 +ansing, li,j 
a =a =—auzsing +ancosgp, li,j 


a =a® =awm, m, Li,j 


ay =al =ay(cos’g — sing)— (ai—aj)cos Psin 9p (8.15) 
不 难看 出 , A 经 过 R; 的 正 交 相似 变换 后 , A 的 元 素 和 A 的 元 素 相 比 , 只 有 第 i 行 和 第 j 行 , 第 
i 列 元素 发 生 了 变化 , 而 其 他 元 素 和 A 是 相同 的 . 
由 式 (8.15) 的 最 后 一 个 等 式 可 知 , 若 az 了 关 0, 则 可 适当 选取 p 的 值 , 使 得 a 多 =ap 一 0. 
事实 上 , 令 


L's 


aij(cos’p—sing)— (ai—aj)cosgpsing=0 (8.16) 
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Sy ai _1—tang 工 工 
解 得 cot2p 二 3 a 
在 雅 可 比方 法 中 , 总 是 按 上 式 选 取 p, 在 实际 计算 时 , 为 避免 使 用 三 角 函 数 , 可 令 
Ci 一 


t=tang, c=cosg, s=sing, d 


吃 , 由 式 (8.15) 得 
2as 


ft 二 2dt 一 1 一 0 CL 
式 (8.17) 有 两 个 根 , 取 其 最 小 者 为 :， 即 
—d+vVdi+1,d>0 


t=1—1,d=0 (8.18) 
—d—Vd’+1l,d<0 
车 记 c = 二 cos 9 = E ,一 sin yp 一 
1 十 友 1 十 经 
这 时 , 式 (8.15) 可 写 为 
a =aic’ + ays’ + 2csas 


C0 = RM "2 一 S， 
Qi 一 QiaS + ajc 2csai 


a =a =cart san, Ui,j 


(0) (1) pm i ) 
Qi ay sau tcan,s Li,j 


CY A 2 
am =—am 一 在 mw 


at 一 woD 一 0 
利用 等 式 ayle? 一 52) 一 (aa 一 ai )cs 一 0， 不 难 验证 
[a + [a j=as ta t+2as 


8.3.2 ”和 雅 可 比方 法 及 其 收效 性 


选择 4,=4 中 一 对 非 零 的 非 对 角 元 素 a;; , aj;， 使 用 平面 旋转 矩阵 Ri， 作 正 交 相 似 变换 得 
Ai, 可 使 4; 的 这 对 非 对 角 元 素 a 兄 = 二 a = 二 0; 再 选择 Ai 中 一 对 非 零 的 非 对 角 运 算 作 上 述 选择 
正 交 相似 变换 得 4*, 可 使 4* 的 这 对 非 对 角 元 素 为 零 . 如 此 不 断 地 旋转 正 交 相似 变换 , 可 产生 
一 个 矩阵 序列 A 一 Ao, A1,… ,Ai，…, 虽然 A 至 多 只 有 n(n 一 1)/2. 对 非 零 非 对 角 元 素 , 但 不 
能 期 望 通过 n(n 一 1)/2 次 旋转 正 交 相 似 变换 使 其 对 角 化 ,因为 每 次 旋转 变换 虽然 能 使 一 对 待 
定 的 非 对 角 元 素 化 为 零 , 但 这 次 变换 可 能 将 前 面 已 经 化 为 零 了 的 一 非 对 角 元 素 变 成 非 零 . 

但 是 , 在 雅 可 比方 法 中 的 每 一 步 , 如 果 由 A;_1 变 成 4*, 取 其 绝对 值 最 大 的 一 对 非 零 非 对 
角 元 素 , 即 取 


la | 一 ,max， lag? | 


ii 
作 旋 转 相 似 变换 ,这 时 记 旋转 矩阵 Rs 二 Rij, .后 面 将 证 明 , 这 样 产 生 的 检测 序列 Au， 4 ，…， 


吉 


"Xa 


A;，… 趋向 于 对 角 和 矩阵 , 即 雅 可 比方 法 是 收敛 的 . 
在 实际 运算 中 , 可 预先 取 一 个 小 的 控制 量 e 0, 若 成 立 
(Waris i i 
则 可 视 A 为 对 角 和 矩阵 , 从 而 结束 计算 , A 的 对 角 元 素 可 视 为 4 的 特征 值 . 
雅 可 比方 法 也 可 以 求 4 的 所 有 特征 向 量 , 事实 上 , 由 
天 二 本 RT = RR A 
一 RAR 1°…RIART:…REIRT 
若 记 Q4 一 RET… 有 ERE, 则 
4 一 CA4O4 (8.19) 
这 里 Q; 为 正 交 矩阵 , 车 A 可 视 为 对 角 矩 阵 , 其 对 角 元 即 为 A 的 特征 值 , 其 第 i 个 对 角 元 
4 各 对 应 的 特征 向 量 就 是 Q， 第 i 列 元 素 构成 的 向 量 CQx 的 计算 可 与 4 的 旋转 相似 变换 同步 进 
行 , 若 令 0。 = 工 , 则 
Ce 一 CR (8.20) 
若 R 二 Ri ，, 得 Q 计算 公式 如 下 
gq =gl Ve qb vs, [=1, 2, ,nn 
gq =—gg ?s+qgf Ye, 1=1, 2, ,an (8:21 


(k) (k) 


ga = ksm Ls 

也 就 是 说 , 除了 第 i, j 列 元 素 发 生变 化 外 , 其 他 元 素 不 变 . 若 不 需要 计算 特征 向 量 , 则 可 
省 略 此 步 . 

根据 以 上 讨论 , 可 得 雅 可 比方 法 的 计算 步骤 如 下 : 

(1) 输入 矩阵 4,Q@ = 二 1, 初始 向 量 x,， 误差 限 , 最 大 迭代 次 数 N, 置 &: 一 1. 

(2) 在 矩阵 中 找 绝 对 值 最 大 的 非 对 角 元 

A 一 | ai 一 ax， | oz | 
iz¥j 

置 i; =i,,j: 三 j; 

(3) 按 式 (8.18) ~ 式 (8.21) 计算 d ,zt,c,s 的 值 和 和 矩阵 Ai 的 元 素 a ,1, m= 1, 2,…,n. 

(4) 更 新 Q 的 元 素 : Ee 1=1, 2 0s nn. 

(5) 车 j 二 ,输出 Ai 的 对 角 元 和 8 的 列 向 量 , 停 算 ;否则 , 转 步 骤 (6). 

(6) 车 二 N, 置 &: 二 kk 十 1, 转 步骤 (2); 否 则 输出 计算 失败 信息 , 停 算 . 

【 例 8-4】 用 雅 可 比方 法 计算 对 称 矩 阵 


4 2 2 
A=|2 5 1 
2 1 6 

的 全 部 特征 值 . 


154 


解 ” 记 为 三 页 本 证 二 和 访 二 和 = 人 
《0) 《0) 
QI 422 

d 0.25,1 d 
Za 


sing =t »。 cosg 一 一 0.615412， 
cosp sing 
及 , 一 Ri 一 | 一 sinp cosp 
0 0 
2.438448 
所 以 4 =RI4oRi 一 0 
0.961 


(0) (0) 


2,j=3. a Q 323 


2.438448 
0.631026 
0.724794 
以 下 依次 有 


2.183185 
4: 一 |0.631026 
0 


2.125995 
| . 
一 0.020048 
2.125995 
As = | 0.001073 
一 0.020019 
三 0 
一 0.001072 


2.125825 
-| 
2.125825 
4 一 0 
0 
从 而 4 的 特征 值 可 取 为 


A1 A 2.125825,4, 2 8.388761,4, 2 4.485401. 


0 0.788206 
0.615412 


0|= 
了 
0 


0.631026 
8.320386 
0 


0.595192 

8.320386 

0.209614 
0 


8.320386 
0.208653 
一 0.001073 
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2, 于 是 有 


0 0 


0.961 
0.6561552 2.02019 
2.020190 


2.020190, 于 是 有 
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0.724794 
0 
4.241166 


0 
0.209614 
4.496424 
一 0.020048 
0.208653 
4.496424 
一 0.020019 


8.388761 0 


0 


4.485239 


一 0.001072 0 


8.388761 
0.000009 


0 


8.388761 
0.000009 4.485401 


0.00009 
4.485401 
0 
0.00009 


Vd 十 1 三 0.780776,cosp 一 (1 +17)- =0.788206， 


一 0.615412 0 


0.788206 0 


1 


"a 


本 节 介 绍 的 雅克 比方 法 具有 方法 简单 紧凑 ,精度 高 ,收敛 快 等 优点 ,是 计算 对 称 和 矩阵 全 部 
特征 值 和 相应 特征 向 量 的 有 效 方法 ,但 计算 量 较 大 ,一 般 适 用 于 阶 数 不 高 的 矩阵 . 


习 题 


2 


1. 取 初始 向 量 xy 一 ,0.95) 用 乘 军法 办 代 三 次 求 短 阵 4 一 I 


并 计算 这 三 次 迭代 的 瑞 利 商 . 
2. 取 初 始 向 量 x'” = (1, 0.95) 7, 位移 a = 二 1.2, 用 原点 位 移 加 速 乘 备 法 迭代 三 次 求 矩 阵 


)】 最 大 的 特征 值 ， 


4 一 [1 3] 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 ， 


2 


3. 用 反 和 军法 求生 阵 4 一 人 


2 】 最 小 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 


4 用 雅 可 比方 法 求 短 隆 A 一 2 3 的 全 部 特征 值 与 特征 向 量 . 
2 一 1 0 
A | 3 1 
0 一 1 . 
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计算 方法 及 其 应 用 


主要 内 容 


本 书 主要 介绍 了 数值 计算 方法 的 基本 理论 ， 内 容 主要 包括 计算 方法 
的 基本 概念 、 函 数 的 插值 与 拟 合 、 数 值 积 分 和 数值 微分 、 非 线性 方程 的 
数值 解法 、 解 线性 方程 组 的 直接 法 和 和 迭代 法 、 常 微分 方程 的 数值 解法 、 
和 珑 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 。 书 中 含有 丰富 的 例题 、 习 题 和 上 机 实 


验 题 。 
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专业 等 本 科 生 “计算 方法 ”课程 的 教材 或 参考 书 ， 也 可 作为 理工 科研 究 
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